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أشكالها والعملیات علیها–المصفوفات 
تعریف المصفوفة:ـ1

هي مجموعة منتهیة من الأعداد الحقیقیة متوضعة ضمن جدول مستطیل أو مربع علـى شـكل أسـطر 
وأعمدة. فالشكل العام للمصفوفة هو:
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.),(المصفوفة السابقة نقول عن و  nmA لمرتبةابأنها منnm *.
أشكال المصفوفات:-2-

عناصـــر بحســبعــدد الأســطر وعــدد الأعمــدة و بحســبعــدة أشــكال للمصــفوفات بــینتمییــزالیمكــن 
هذه الأشكال هي:. و مصفوفةال

الشكل العام للمصفوفة المریعة هو:المصفوفة المربعة:-المصفوفة المستطیلة
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إذن فالشـكل العـام لهـا .عناصـرها أصـفاركافـة هـي مصـفوفة صفوفة الصـفریة (المعدومـة):الم.1
هو:
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:1مصفوفة العمود والمصفوفة السطرال.2
مصفوفة السطر:

),(فــي المصــفوفة m=1حینمــا نجعــل  nmAالمصــفوفة فــیمكن اعتبــار),( nmAطر (مصـــفوفة شــعاع ســ
، على الشكل التالي:السطر)

 njn aaaaA ......21),1( 

:مصفوفة العمود
),(فــــي المصــــفوفة n=1حینمــــا نجعــــل  nmAــــیمكن اعتبــــار ),(المصــــفوفة ف nmAشــــعاع عمــــود)
) على النحو التالي:مصفوفة العمود
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ة (الواحدة):المصفوفة الأحادی.3
:كما یليالعام هاشكل
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ـ هناك لكل مصفوفة مربعة مهما كانت مرتبتها مصفوفة أحادیة مقابلة لها
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المصفوفة القطریة:.4
هو:nالشكل العام للمصفوفة القطریة من المرتبة 

























nn

nn

d

d

d

d

D

...000
.....................

0...00
0...00
0...00

33

22

11

),(

الشكل العام لهذه المصفوفة العددیة هو:
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الشكل العام لهذه المصفوفة هو:. المصفوفة المثلثیة العلیا:7
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. المصفوفة المثلثیة الدنیا:8

الشكل العام لهذه المصفوفة هو:
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. المصفوفة الماركوفیة:9
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كما أن حاصل جمـع عناصـر -3و معدوم، كل عنصر فیها موجب أ-2مربعة–1هي مصفوفة
فإن:M = (mij)أي عمود من أعمدتها یساوي الواحد. فإذا رمزنا لهذه المصفوفة بالرمز 
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رة (المتماثلة):المصفوفة المتناظ.10
xijهي مصفوفة مربعة كل عنصرین متقابلین بالنسبة للقطر الرئیسي فیها متساویان. أي أن = xji

.i,j(i,j = 1, 2, …, n)مهما تكن
المصفوفتان التالیتان كل منهما مصفوفة متناظرة::)2(مثال
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ملاحظة:
یمكن اعتبار كل من المصفوفة القطریة والمصفوفة الواحدیة مصفوفة متناظرة.

. المصفوفة متعاكسة التناظر (المتقابلة):11
هــي مصــفوفة مربعــة كــل عنصــرین متقــابلین بالنســبة للقطــر الرئیســي فیهــا متســاویان بالقیمــة المطلقــة 

xijومختلفان بالإشارة. أي أن = - xjiمهما تكنi,j(i,j = 1, 2, …, n).
:)3(مثال

المصفوفتان التالیتان كل منهما مصفوفة متعاكسة التناظر:
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. المصفوفتان المتساویتان:12
),(),(نقـــول عـــن المصـــفوفتین  , nmnm XYنفـــس المرتبـــة (أي نفـــس عـــددكـــان لهمـــا نهمـــا متســـاویتان إذا إ

الأسطر ونفس عدد الأعمدة) وكان كل عنصر في المصفوفة الأولى مسـاویاً العنصـر المقابـل لـه فـي 
ذن:إالمصفوفة الثانیة. 

ijijnmijnmijnmnm yxYyXxYX  :, ),(),(),(),(

miحیث: ,.....2,1 وnj ,.....2,1.

ـ العملیات على المصفوفات:3
ع، الطرح، الضرب، التدویر.نقصد بالعملیات على المصفوفات عملیات الجم

جمع المصفوفات:

یشــترط فــي عملیــة جمــع مصــفوفتین أن یكــون لهمــا نفــس المرتبــة. ونحصــل علــى مجمــوع مصــفوفتین 
بجمع كل عنصر من المصفوفة الأولى مع العنصر الذي یقابله في المصفوفة الثانیة. فإذا كان لـدینا 

),(المصفوفتان nmX),( nmX:
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),(),(ن حاصـل جمـع المصـفوفتیننفـس المرتبـة فـإا ملهاللتان  nmnm YX نرمـز لـه بــ ، ول),( nmZ ،
),(نحصـــــل علیـــــه بـــــأن نجمـــــع كـــــل عنصـــــر مـــــن المصـــــفوفة  nmX مـــــع العنصـــــر الـــــذي یقابلـــــه فـــــي

),(المصفوفة nmYفنجد:
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وتتمتع عملیة جمع المصفوفات بالخواص التالیة:

فـي -عملیة جمع المصـفوفات لهـا عنصـر حیـادي-عملیة الجمع تجمیعیة-ـ عملیة الجمع تبدیلیة1
ظیرلكل مصفوفة نجمع المصفوفات

ضرب مصفوفة بعدد حقیقي:
).(دینا المصــفوفة لــتكن لــ nmX والعــدد الحقیقـــيR .عـــدد البالمصــفوفةهــذهن حاصــل ضــربإ

).(نرمــز لــه بـــلو Rحقیقــي ال nmX هــو مصــفوفة عناصــرها هــي عناصــر المصــفوفة).( nmX

:. أي أنαبالعدد الحقیقي نفسها بعد ضرب كل منها
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حالة خاصة:
),(ن ناتج جداء المصفوفة إ nmX1عددبالهـو مصـفوفة النظیـر),( nmX)المصـفوفةنظیـر
),( nmX( أن نكتب:یمكن . لهذا

),(),( nmnm XX 

أو:
),(),(),( nmnmnm OXX 

وتتمتع عملیة ضرب مصفوفة بعدد بالخواص الآتیة:
,X(m,n)كانت إذا  Y(m,n) مصفوفتین كل منهما من المرتبةm*nوكان فإن:ینحقیقیعددین,

 . ( . X(m,n)) = ( . ) X(m,n)

( + ) X(m,n) =  X(m,n) +  X(m,n)

 (X(m,n) + Y(m,n)) =  X(m,n) +  Y(m,n)

1 . X(m,n) = X(m,n)

0 . X(m,n) = O(m,n)

صفر عددي.0مصفوفة صفریة، و O(m,n)حیث 

ضرب مصفوفة بمصفوفة:

ى المصـفوفة الأولـى (الیسـر أعمـدةإن الشرط الضروري لإمكانیة ضرب مصفوفتین هو أن یكون عـدد 
الثانیــة (الیمنــى فــي عملیــة الضــرب)، أي أن یكــون الــدلیلان أســطرعــدد مســاویًافــي عملیــة الضــرب) 

المتجاوران في مرتبتیهما متساویین. وتكون مرتبـة نـاتج عملیـة الضـرب همـا الـدلیلین المتباعـدین. فـإذا 
),(فرضـــنا أن المصـــفوفتین  nmXو),( pnY ـــا ـــكانت ـــالي: فرضـــنا أن المصـــفوفتین عل ),(ى النحـــو الت nmX

),(و pnY على النحو التالي:كانتا
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),(عملیــة ضــرب هــاتین المصــفوفتین فــإن pnY .),( nmX المتجــاورین متســاویانممكنــة لأن الــدلیلین .
),(وإذا رمزنا لناتج عملیة ضرب هاتین المصفوفتین بالرمز pmZ:

),( pmZ =),( pnY.),( nmX

),(فستكون pmZ فیهامصفوفةmسطراً وp ًعمودا.
على النحو التالي:نستطیع كتابة ما سبق ریاضیاً و 
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................................

........

.........

ملاحظة:

لا یتغیــر شــرط الضــرب ولا كیفیــة إجــراء عملیــة الضــرب فــي الحالــة الخاصــة التــي تكــون فیهــا إحــدى 
المصفوفتین أو كلاهما شعاعًا سطرًا أو شعاعًا عمودًا. 

تطبیق عددي:

:إذا كانY)4,1(بالشعاع X)1,4(أوجد ناتج ضرب الشعاع 

 1101,

3
0
2
1

)4,1()1,4( 



















 YX

أعمدة:4أسطر و 4نلاحظ أن عملیة الضرب ممكنة وناتجها مصفوفة مربعة مؤلفة من 

 













































13)2(303)1(3
10)2(000)1(0
12)2(202)1(2
11)2(101)1(1

1201

3
0
2
1

)4,1()1,4( YX
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
























3603
0000
2402
1201

فسیكون ناتج الضرب عددًا:X)1,4(بالشعاعY)4,1(الشعاع إذا أردنا أن نضرب

 

2310)2(201)1(
3
0
2
1

.1201. )1,4()4,1(





















XY

تطبیق عددي آخر:

:Y)7,1(بالشعاع X)1,3(أوجد ناتج ضرب الشعاع 




















1
3
2

)1,3(X ,  5143201)7,1( Y

مكنة وناتج هذه العملیة هو مصفوفة مستطیلة مؤلفة من ثلاثة أسطر نلاحظ أولاً أن عملیة الضرب م
وسبعة أعمدة، أي أن:

 5143201
1

3
2

. )7,1()1,3( 

















YX






















5143201

153129603
10286402

تتمتع عملیة ضرب المصفوفات بالخواص التالیة:
.إن عملیة ضرب المصفوفات لیست تبدیلیة بصورة عامة
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ملاحظة:-

المصــفوفتین غیــر تبدیلیــة بصــورة عامــة إلا أننــا قــد نصــادف مصــفوفتین عملیــة ضــرببــالرغم مــن أن
جداؤهما تبدیلي، كما في المصفوفتین القطریتین مثلاً. فإذا فرضنا أن:





















nn

nn

a

a

a

A

...00

0...0
0...0

22

11

),( 
,





















nn

nn

b

b

b

B

...00

0...0
0...0

22

11

),( 

فسیكون:
),(),(),(),( nnnnnnnn ABBA 

والأخرى مصفوفة واحدیة فإن عملیة الضرب تكون تبدیلیة. كذلك إذا كانت إحدى المصفوفتین مربعة
لنأخذ المصفوفتین المربعتین التالیتین:












54
32

)2,2(X , 









10
01

)2,2(I

اللتین إحداهما مصفوفة واحدیة. إن عملیة ضرب هاتین المصفوفتین تبدیلیة لأن:


























































54
32

10
01

54
32

,
54

32
54
32

10
01

فات تجمیعیة:عملیة ضرب المصفو 
).(),(),(أي إذا فرضنا أنه لدینا المصفوفات  ,, nmpnqp XYZیكونف:

    ),(),(),(),(),(),(),(),(),( qppnnmqppnnmqppnnm ZYXZYXZYX 

:عملیة ضرب المصفوفات توزیعیة

),(),(لنفـــرض أن , nmnm XY,),( mlZ,),( pnV یمكـــن كتابـــة هـــذه الخاصـــة عندئـــذ أربـــع مصـــفوفات
یقتین الآتیتین:بالطر 

  ),().(),().().().().( ... nmmlnmmlnmnmml YZXZYXZ 



المصفوفاتالمحاضرة الثامنة             

12

  )(),().(),().(),(),( ... npnmpnnmpnnmnm VYVXVYX 

:جداء أیة مصفوفة بالمصفوفة الصفریة (سواء من الیمین أم من الیسار) هو المصفوفة الصفریة
أي أن:

).(),(),(

).(),(),(

.

.

pmpnnm

pmpnnm

OOA

OAO





ملاحظة:

ن یكـون أي مـن قد یكون نـاتج عملیـة ضـرب مصـفوفتین ببعضـهما مسـاویًا المصـفوفة الصـفریة دون أ
المصـــفوفتین المفروضـــتین مصـــفوفة صـــفریة. أي أن المصـــفوفة الصـــفریة لا تلعـــب فـــي المصـــفوفات، 

الدور نفسه الذي یلعبه الصفر في الأعداد الحسابیة.
تطبیق عددي:

لتكن لدینا المصفوفتان التالیتان:











110
301

)3,2(X ,




















51
51

153

)2,3(Y

و:حاصل ضربهما ه





































00
00

51
51

153

110
301

. )2,3()3,2( YX

جداء أیة مصفوفة بالمصفوفة الأحادیة (سواء من الیمین أم الیسـار) یسـاوي المصـفوفة الأصـلیة 
: أي أن:نفسها

).(),(),(

).(),(),(

.

.

nmnnnm

nmnmmm

AIA

AAI





مصفوفة قطریة مـن الیسـار یعطینـا مصـفوفة جدیـدة هـي المصـفوفة الأصـلیة بعـد مصفوفة بضرب
فـي المصــفوفة القطریـة. كــذلك فـإن ضــرب مقابــلر القطـري الضـرب كــل سـطر مــن أسـطرها بالعنصــ

قطریة من الیمین یعطینا مصفوفة جدیدة هي المصفوفة الأصلیة بعد ضرب كل بمصفوفةمصفوفة
في المصفوفة القطریة.مقابلعمود من أعمدتها بالعنصر القطري ال
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لتكن لدینا مصفوفتان إحداهما قطریة كما یلي:تطبیق عددي:


















200
050
001

)3,3(X ,




















51
51

153

)2,3(Y

إن حاصل ضرب هاتین المصفوفتین هو:
























































102
255

513

51
51

153

200
050
001

. )2,3()3,3( YX

ـــــة الاختصـــــارفـــــي ضـــــرب المصـــــفوفات لا یمكـــــن إجـــــراء  : فـــــإذا كـــــان لـــــدینا المصـــــفوفات: عملی
),(),().( ,, nmpnpn XYZةحققمیة توإذا فرضنا أن العلاقة الآ:

),(),(),(),( .. pnnmpnnm ZXYX 

),(),(یة:تفهذا لا یعني بالضرورة أن تتحقق العلاقة الآ pnpn ZY 

منقول (أو تدویر) المصفوفات:

ــــول المصــــفوفة (أو مــــدور المصــــفوفة) هــــو مصــــفوفة جدیــــدة نحصــــل علیهــــا بتحویــــل أســــطر  إن منق
المصفوفة إلى أعمدة وأعمدة المصفوفة إلى أسطر، مع الاحتفاظ بترتیب مواضع العناصر.

),(إذا فرضــنا أن لــدینا المصــفوفة فــ nmX التــي لهــاmســطراً وn ًمنقولهــا (أو مــدورها)فــإن عمــودا
),(الرمزبولنرمز له 

'
nmX لها سیكون مصفوفةnسطراً وmكما یلياً عمود:





























mnmjmm

inijii

nj

nj

nm

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

X

......

......

......

......

21

21

222221

111211

),(





,
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

























mninnn

mjijjj

mi

mi

nm

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

X

......

......

......

......

21

21

222212

112111

'
),(





تطبیق عددي:

على النحو التالي:X)3,4(لتكن لدینا المصفوفة 






















320
1013
560
201

)3,4(X

إن منقول هذه المصفوفة هو:


















31052
2160
0301

'
)4.3(X

وتتمتع عملیة تدویر المصفوفات بالخواص التالیة:

مدور مجموع مصفوفتین یساوي مجموع مدوریهما:
),(

'
).(

''
),(),( ][ nmnmnmnm YXYX 

:مدور جداء مصفوفة بعدد حقیقي یساوي العدد الحقیقي مضروباً بمدور المصفوفة

),(
'

),( .)'.( nmnm XaXa .

الجداء وتبدیل المصفوفتین في مكانيمدور جداء مصفوفتین یساوي جداء مدوریهما بعد تبدیل 

منهما:ادلة كل 

),(
'

),(
''

),(),( ][ nmpnpnnm XYYX 

مدور مدور مصفوفة هو المصفوفة الأصلیة، أي أن:
),(),(

' )'( nmnm XX 
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):1ملاحظة (

),(المصفوفة إذا كانت nnS نها تساوي مدورهافإمتناظرة:

),(
'

),( nnnn SS 

),(وإذا كانت المصفوفة nnA1-ها تساوي مدورها مضروبًا بـ تناظر فإنمتعاكسة ال:
),(

'
),( nnnn AA 

):2ملاحظة (

),(مصفوفة مربعة مقابل كل  nnM مصفوفتین، الأولى متناظرة یمكن إیجاد),( nnS والثانیة

),(متعاكسة التناظر ِ  nnA.

),(المفروضة مربعةلنفرض أننا استطعنا كتابة المصفوفة الللتحقق من صحة هذه القاعدة nnM

),(متناظرة المصفوفتینعلى صورة مجموع ال nnS ِ ومتعاكسة التناظر),( nnA :

)I(),(),(),( nnnnnn ASM 

),(ولنحاول إیجاد كل من هاتین المصفوفتین  nnS و),( nnA.

من العلاقة السابقة فنجد:لنأخذ مدور المصفوفات في كل طرف

),(
'

),(
'

),(
'

nnnnnn ASM 

),(بما أن و  nnS ومصفوفة متناظرة),( nnAسیكونمصفوفة متعاكسة التناظر ف:

),(),(
'

nnnn SS , ),(),(
'

nnnn AA 

:لهذا سیكون

)II (),(),(),(
'

nnnnnn ASM 

) طرفاً لطرف نجد:II) و(Iالمعادلتین (ناجمعإذا -

),(),(
'

),( 2 nnnnnn SMM 

),(فإن المصفوفة المتناظرةومنه nnS التي نحصل علیها من المصفوفة),( nnMستكون:
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][
2
1

),(
'

),(),( nnnnnn MMS 

طرف نجد:من ) طرفاً II() وIالمعادلتین (وإذا طرحنا-

),(),(
'

),( 2 nnnnnn AMM 

),(متعاكسة التناظرِ فالمصفوفة  nnA التي نحصل علیها من المصفوفة),( nnMستكون:

][
2
1

),(
'

),(),( nnnnnn MMA 

تطبیق عددي:

:ةالمصفوفة الآتیمن سة التناظر ِ متناظرة ومتعاك، المصفوفتیناللنوجد 

























1201
3021
1043
1210

)4,4(M

هي:S)4,4(إن المصفوفة المتناظرة

 
















































1311
2002
0241
1130

2
1

1201
3021
1043
1210

2
1

2
1

)4,4()4,4()4,4(
tMMS

































1
2
5

2
11

2
501

2
3

2
1142

1
2
320

هي:A)4,4(والمصفوفة متعاكسة التناظر
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















































1311
2002
0241
1130

2
1

1201
3021
1043
1210

2
1][

2
1

)4,4()4,4()4,4(
tMMA





































0
2
1

2
10

2
101

2
1

2
1101

0
2
110

),(مصــفوفة مربعــة كــل) نســتنتج أن Iمــن العلاقــة (یجــة:نت nnM یمكــن كتابتهــا فــي صــورة مجمــوع
.متعاكسة التناظرالثانیة متناظرة و مصفوفتین الأولى 

المحاضرة القادمة الاحد القادم
/تمام السادسةفي /والثلاثاء القادم 


