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الباب الخامس

المـصـفوفـات

Matrices
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الباب الخامس
المصفوفات
Matrices

مقـــدمة :5-1
تعــرف المصــفوفة بأنهــا عبــارة عــن مجموعــة مــن الأعــداد مرتبــة فــى شــكل 

كالآتى :ینصفوف وأعمدة وموضوعة داخل قوس

=أ
















أأأ
أأأ
أأأ

132333

122232

112131

فى الصف الأول والعمود الأول.یسمى عنصراً فى المصفوفة أ ویقع11أ
یسمى عنصراً فى المصفوفة أ ویقع فى الصف الأول والعمود الثانى.21أ
یسمى عنصراً فى المصفوفة أ ویقع فى الصف الثالث والعمود الأول.13أ

أى أن الرقم الأول فى دلیـل العنصـر یعبـر عـن رقـم الصـف والـرقم الثـانى 
تســمى عناصــر القطــر 33، أ22، أ11ناصــر أیعبــر عــن رقــم العمــود. كمــا أن الع

الرئیسى.

والمصــفوفة قــد تكــون مربعــة إذا كــان عــدد الصــفوف یســاوى عــدد الأعمــدة 
:لا یساوى عدد الأعمدة، مثال ذلكوقد تكون مستطیلة إذا كان عدد الصفوف
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=المصفوفة أ

















346

235

157

مصفوفة مربعة تحتوى على ثلاثة صفوف وثلاثة 

ة.أعمد

=بالمصفوفة







 1341

مصفوفة مستطیلة لأنها تتكون من صفین 5672

وأربعة أعمدة.

المصـــفوفة بعـــدد الصـــفوف وعـــدد الأعمـــدة التـــى تحتویهـــا. فمـــثلاً درجـــةتحـــدد تو 
المصفوفة :

=أ

















256

014

133

مصفوفة مربعة تتكون من ثلاثة صفوف وثلاثة أعمدة وذلك 

).3× 3(ةالدرجفهى من 

=بوالمصــــفوفة







456

) لأنهــــا 3× 2(الدرجــــةمصــــفوفة مســــتطیلة مــــن123

تتكون من صفین وثلاثة أعمدة.

وتلعب المصفوفات دوراً هاماً فى التعبیر عـن العلاقـات الریاضـیة متعـددة 
ـــرات بشـــكل بســـیط یســـهل فهمـــه وبالتـــالى وضـــع الحلـــول لهـــذه العلاقـــات،  المتغی

ذلـــك فـــإن المصـــفوفات لهـــا مجـــالات تطبیقیـــة عدیـــدة فـــى الاقتصـــاد فضـــلاً عـــن
والإحصــاء وبحــوث العملیــات وغیرهــا مــن العلــوم الأخــرى. ومــن ثــم فإننــا ســوف 

الهامــة وأنــواع المصــفوفات ثــم اریفنتنــاول فــى هــذا البــاب بعــض المفــاهیم والتعــ
ة ننتقـــل إلـــى جبـــر المصـــفوفات (الجمـــع والطـــرح والضـــرب) وبعـــدها نتنـــاول كیفیـــ

إیجــاد معكــوس المصــفوفة المربعــة بــالطرق المختلفــة تمهیــداً لاســتخدامه فــى حــل 
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المعــادلات الخطیــة، ثــم ننهــى هــذا البــاب بعــرض بعــض التطبیقــات الاقتصــادیة 

والتجاریة للمصفوفات.

Types of Matricesأنواع المصفوفات :  5-2

یــزه عــن توجــد المصــفوفات علــى أنــواع كثیــرة ومختلفــة وكــل نــوع لــه مــا یم
النوع الآخر بما یحتویه من صفوف وأعمدة.

Square Matrixالمصفوفة المربعة :  

هــى مصــفوفة عــدد صــفوفها یســاوى عــدد أعمــدتها ولــذلك فهــى تكــون مــن 
، حیث م = نن)× ) أو (م 4× 4) أو (3× 3) أو (2× 2الرتبة (

فعلى سبیل المثال فإن :
=أ









أأ
أأ

1222

)2×2(الدرجةمصفوفة مربعة من 1121

=ب
















ببب
ببب
ببب

132333

122232

112131

)3×3(الدرجةمصفوفة مربعة من 

=جـ


















جـجـجـجـ
جـجـجـجـ
جـجـجـجـ
جـجـجـجـ

14243444

13233343

12223242

11213141

)4×4(الدرجةمصفوفة مربعة من

وســـوف نـــرى فیمـــا بعـــد أن مصـــفوفة المعـــاملات لنظـــام المعـــادلات الخطیـــة هـــى 
مصفوفة مربعة دائماً.

Rectangular Matrixستطیلة :  المصفوفة الم

هى مصفوفة عدد صفوفها لا یساوى عدد اعمدتها ومثال ذلك :
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=أ
















أأ
أأ
أأ

1323

1222

1121

)2×3(الدرجةمصفوفة مستطیلة من 

=ب
















بببب
بببب
بببب

13233343

12223242

11213141

)4×3(الدرجةمصفوفة مستطیلة من 

ـــة المصـــفوفة المســـتطیلة؛ مصـــفوفة الصـــف الواحـــد، مصـــف وفة العمـــود ومـــن أمثل
الواحد كما سنرى بعد قلیل.

Identity Matrixمصفوفة الوحدة :  

وهـــى مصـــفوفة مربعـــة كـــل عنصـــر مـــن عناصـــر قطرهـــا الرئیســـى یســـاوى 
مثــال Iالواحــد الصــحیح، وبــاقى عناصــر المصــفوفة أصــفار. ویرمــز لهــا بــالرمز 

ذلك :
I=








01

.I2ویرمز لها بالرمز 10

I=
















001

010

100

.I3ویرمز لها بالرمز  

I=


















0001

0010

0100

1000

.I4ویرمز لها بالرمز  

Scalar Matrixالمصفوفة القیاسیة :  



-167-
هــى مصــفوفة مربعــة عناصــر قطرهــا الرئیســى متســاویة القیمــة وبــاقى عناصــرها 

أصفار فمثلاً :
=أ








ك0
)2×2(الدرجةمصفوفة قیاسیة من 0ك

=ب
















ك00
0ك0

00ك

)3×3(الدرجةمصفوفة قیاسیة من 

صــفر وتجــدر الإشــارة هنــا أن المصــفوفة القیاســیة حیــث ك مقــدار حقیقــى، ك 
مثال ذلك :، مصفوفة الوحدة من نفس الدرجة× ك = 


















03

30
3

01

10


































005

050

500

5

001

010

100

Diagonal Matrixالمصفوفة القطریة :  

ــــة لیســــت  ــــادیر حقیقی هــــى مصــــفوفة مربعــــة عناصــــر قطرهــــا الرئیســــى مق
ــــإن كــــلاً مــــن مصــــفوفة الوحــــدة والمصــــفوفة  ــــك ف ــــى ذل بالضــــرورة متســــاویة. وعل

القیاسیة هى حالة خاصة من المصفوفة القطریة.

=أ







02

)2×2(الدرجةفة قطریة من مصفو 50
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=ب

















004

020

300

)3×3(الدرجةمصفوفة قطریة من 

Null Matrixالمصفوفة الصفریة :  

ـــد تكـــون المصـــفوفة الصـــفریة  هـــى مصـــفوفة جمیـــع عناصـــرها أصـــفار وق
مربعة أو مستطیلة، ومثال ذلك :

O=







000

000

O=
















000

000

000

Row Vectorمصفوفة الصف الواحد (متجه الصف) :  

وهــى مصــفوفة مســتطیلة تحتــوى علــى صــف واحــد وأى عــدد مــن الأعمــدة 
وأمثلة ذلك :

= أ أأ )2×1(الدرجةمتجه صف من 1121

=ب بببب )4× 1(الدرجةمتجه صف من 11213141

=جـ جـجـجـ ١ن1121 ن)×1(الدرجةمتجه صف من ...

Column Vectorمصفوفة العمود الواحد (متجه عمود) :  

ـــى عـــدة صـــفوف وعمـــود واحـــد فقـــط  وهـــى مصـــفوفة مســـتطیلة تحتـــوى عل
وأمثلة ذلك :
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=أ
















أ
أ
أ

13

12

11

)1× 3(الدرجةمتجه عمود من 

=ب


















ر
ر
ر
ر

14

13

12

11

)1× 4(الدرجةمتجه عمود من 

=جـ


















جـ

جـ
جـ

ن1

12

11


)1× (ن الدرجةمتجه عمود من 

Transpose of Matrixالمصفوفة :  مبدول

المصفوفة بتبدیل صفوفها بأعمدتها أى بجعل صـفها مبدولنحصل على 
ن العمــود الأول وصــفها الثــانى مكــان العمــود الثــانى وهكــذا. فــإذا كــان الأول مكــا

لدینا المصفوفة :

=أ
















أأأ
أأأ
أأأ

132333

122232

112131

:یكون على الصورة الآتیةویرمز له بالرمز أأهذه المصفوفةمبدولفإن 

=`أ
















أأأ
أأأ
أأأ

313233

212223

111213
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المصفوفة :مبدولخصائص
ا كان لدینا المصفوفات أ ، ب ، جـ فإن :إذ

)i(أ )(أ  =
)ii(أب +جـ +(أ + ب + جـ )  =

)iii( أ ) × جـ)× بجـ  = ×ب ×أ
)iv(أ )(-1أ )  =-1(

) :1مثال (
إذا كان :

=أ














 

247

326

115

=أفإن

















567

124

132

Symmetrical Matrixالمصفوفة المتماثلة :  

هى مصفوفة مربعة لو تم تدویرها لأعطت المصفوفة الأصلیة.

) :2مثال (

=أالمصفوفة



















361

576

253

=المصفوفة  أمبدول



















361

576

253
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أ=أواضح أن :
تسمى مصفوفة متماثلة.أإذن :

المصــفوفة ( أ ) نجــد أن عناصــر القطــر مبــدولونلاحــظ أنــه عنــد إیجــاد
الرئیســى لا تتغیــر وبالتــالى فإنــه یمكننــا القــول أن المصــفوفة القطریــة والمصــفوفة 

حــــدة والمصــــفوفة الصــــفریة المربعــــة جمیعهــــا مصــــفوفات القیاســــیة ومصــــفوفة الو 
ـــة أیضـــاً كمـــا  ـــة تعطـــى معكوســـات متماثل ـــة. كمـــا أن المصـــفوفات المتماثل متماثل

سنرى فیما بعد.

Eqality of Matricesتساوى المصفوفات :  

وكــان كــل الدرجــةیقــال لمصــفوفتین أنهمــا متســاویتان إذا كانتــا مــن نفــس 
ــــره فــــى المصــــفوفة الثانیــــة. فمــــثلاً عنصــــر فــــى المصــــفوفة الأولــــى یســــ اوى نظی

المصفوفتان :

















ص3
2س

،
34

12

4،   ص  =  1یقال أنهما متساویتان إذا كان   س = 

) :3مثال (
أوجد قیمة س ، ص ، ع  إذا كان :

















ص3
2س

،
34

12
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الحل :

لأولـى یسـاوى حیث أن المصفوفتین متساویتان، فإن كل عنصر فـى المصـفوفة ا
نظیره فى المصفوفة الثانیة، أى أن :

1-=  1ع  +  س-2س  =  

2-ع  =  2س = 2

5ص  =  1س  =  

:المفردةوغیر المفردةالمصفوفة
Singular & Non-Singular Matrices

إذا مفـــردةنهـــا غیـــر إن)، یقــال × (ن الدرجـــةلأى مصــفوفة مربعـــة أ مـــن 
(ن) لا یتلاشى. أى أنه :درجتهحدد الذى كان الم

.مفردةفإن المصفوفة  أ  غیر صفرأ إذا كان 
.مفردةة =  صفر فإن المصفوفة  أ تسمى مصفوفأ أما إذا كان 

دوراً هامــاً فــى إیجــاد معكــوس (non-singular)المفــردةوتلعــب المصــفوفة غیر 
المصفوفة.

) :4مثال (
الآتیة مفردة أم غیر مفردة:المصفوفةبین ما إذا كانت 

=أ
















357

234

123

الحل:
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لتحدید ما إذا كانت هذه المصفوفة مفردة أم غیر مفردة ، نوجد 

:محددها كالآتى

 أ =1 
57

34
2

37

24
 +3

35

23

  =1)21-20 (-2)14-12 + (3)10-9(
=  صفر3+  1-4=  
ر=  صفأ حیث أن :

.مفردةفالمصفوفة  أ  مصفوفة 

) :5مثال (
الآتیة مفردة أم غیر مفردة:المصفوفةبین ما إذا كانت 

=ب
















315

210

123

الحل:
لتحدید ما إذا كانت هذه المصفوفة مفردة أم غیر مفردة ، نوجد محددها 

صفر  =18ب كما سبق. وحیث أن:

.مفردةفإن المصفوفة (ب) مصفوفة غیر 

Determinant of a Square Matrixمحدد المصفوفة المربعة :

إذا كانت المصفوفة مربعة فإنه یمكن تكوین محدد لهذه المصفوفة یسـمى 
محدد المصفوفة. فمثلاً إذا كان لدینا المصفوفة :
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=أ
















315

210

123

:یمكن إیجاده كالآتىأ فإن محدد المصفوفة  أ  والذى یرمز له بالرمز 

 أ=
















315

210

123

  =1

























15

10
2

35

20
3

31

21

)3-2(3صفر) + -10(2-صفر) -5(1=  
  =5-20-3  =-18

Matrix-Operationsالعملیات على المصفوفات :  5-3

یمكن إجراء عملیات الجمع والطرح والضرب على المصفوفات ، ویشترط 
علــــى أن یــــتم  جمــــع الدرجــــةلجمــــع أو طــــرح المصــــفوفات أن تكــــون مــــن نفــــس 

ریـــاً. أمـــا فـــى حالـــة ضـــرب المصـــفوفات فـــإن  هـــذه العناصــر المتنـــاظرة جمعـــاً جب
لكى تتم عملیة الضرب.اخاصطاالعملیات تتطلب شر 

Addition & Subtractionأولاً :  جمع وطرح المصفوفات :  

) :6مثال (
إذا كان :

=أ




















112

614

523

=ب،


















243

018

137

=جـ، 




















126

309

215
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: فأوجد

جـ-ب -2أ + ب-1
ب + جـ3–أ 3-2

الحل:

=أ + ب-1






































112

614

523

243

018

137

=














 

335

6012

6510

=جـ-ب -2







































243

018

137

126

309

215

=




















323

311

342

2= ـ ب + ج3-أ 3-2







































112

614

523

3

243

018

137

+




















126

309

215

 =









































224

1228

1046

6129

0324

3921









































126

309

215

5121

957

5610

) :7مثال (

إذا كان:

=أ



















114

013

122

=ب،
















 261

142

035

 )i(أوجد  أب ،
 )ii(أ) : أثبت أنب +(أ + ب )  =  (
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الحل :

 )i(

=أ



















234

211

101

=ب،
















 521

346

012

 )ii(أب +(أ + ب )  =

+  بالطرف الأیمن  =  أ

=



































 234

211

101

521

346

012

=
















753

537

111

الطرف الأیسر  =  ( أ + ب)

=( أ + ب ) 



































 114

013

122

261

142

035

=
















173

135

157

=( أ + ب)
















753

537

111

وبالتالى فإن:

=  ( أ + ب)+ بأ

) :8مثال (
=أإذا كان :







 
23

=ب،11







 46

35
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3Iب  +  5-أ  3حسب :  فا

الحل :

=3Iب  +  5-أ  3

 =3






 



















23

11
5

46

35
3

01

10

=






 







 








69

33

2030

1525

03

30=






 
2642

928

) :9مثال (
=أ








12

=،   ب31






 
35

=،   جـ04






 
26

13

=  ( أ + ب + جـ)+ جـ+ بأثبت أن :  أ

الحل :
=أ








12

31
أ=







 
12

31

=ب






 
35

04
ب=








45

03

=جـ






 
26

13
جـ=








36

12

+  جـ+  بف الأیمن  =  أالطر 
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=






 


















 12

31

45

03

36

12=







613

44

أ + ب + جـالطرف الأیسر =

=
























 







 
12

31

35

04

26

13
/

=














 
413

46
/

 =( أ + ب + جـ)







613

44

=  ( أ + ب + جـ)+ جـ+ بأى أن :  أ

Multiplication of Matricesثانیاً :  ضرب المصفوفات :  

عدد أعمدة المصـفوفة الأولـى یسـاوى یشترط لضرب مصفوفتین أن یكون
عــدد صــفوف المصــفوفة الثانیـــة والمصــفوفة الناتجــة تكــون فـــى هــذه الحالــة مـــن 

عدد أعمدة المصفوفة الثانیة) ومثال ذلك :×  (عدد صفوف الأولى الدرجة

3×2=  جـ3×3ب×  3×2أ

3×3=  جـ3×1ب×  1×3أ

3×3=  جـ3×2ب×  2×3أ

) :10مثال (
ن :إذا كا

=أ
















أأ
أأ
أأ

1323

1222

1121

=ب،







بب
بب

1222

1121

أوجد :  جـ  =  أ ب
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الحل :

2حیث أن عدد أعمدة المصفوفة   أ  =  

2حیث عدد صفوف المصفوفة   ب  =  

یمكن إیجاد حاصل الضرب    جـ  =  أ ب     ،   حیث :

=جـ
















أأ
أأ
أأ

1323

1222

1121









بب
بب

1222

1121

=جـ




















ب×أب×أب×أب×أ
ب×أب×أب×أب×أ
ب×أب×أب×أب×أ

1311231213212322

1211221212212222

1111211211212122

حصـــــلنا علیـــــه بضـــــرب 12ب× 21+ أ11ب× 11= أ11العنصـــــر جــــــ
عناصـــر الصـــف الأول مـــن المصـــفوفة الأولـــى فـــى العناصـــر المنـــاظرة لهـــا فـــى 

العمود الأول من المصفوفة الثانیة.

حصـــــلنا علیـــــه بضـــــرب 22ب× 21+ أ21ب× 11= أ21العنصـــــر جــــــ
المصـــفوفة الأولـــى فـــى العناصـــر المنـــاظرة لهـــا فـــى عناصـــر الصـــف الأول مـــن

العمود الثانى من المصفوفة الثانیة.

حصـــــلنا علیـــــه بضـــــرب 12ب× 22+ أ11ب× 12= أ12العنصـــــر جــــــ
عناصـــر الصـــف الثـــانى مـــن المصـــفوفة الأولـــى فـــى العناصـــر المنـــاظرة لهـــا فـــى 

العمود الأول من المصفوفة الثانیة.
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حصـــــلنا علیـــــه بضـــــرب 22ب× 22+ أ21ب× 12= أ22العنصـــــر جــــــ

عناصـــر الصـــف الثـــانى مـــن المصـــفوفة الأولـــى فـــى العناصـــر المنـــاظرة لهـــا فـــى 
العمود الثانى من المصفوفة الثانیة.

حصـــــلنا علیـــــه بضـــــرب 12ب× 23+ أ11ب× 13= أ13العنصـــــر جــــــ
عناصــر الصـــف الثالـــث مـــن المصـــفوفة الأولــى فـــى العناصـــر المنـــاظرة لهـــا فـــى 

ول من المصفوفة الثانیة.العمود الأ

حصـــــلنا علیـــــه بضـــــرب 22ب× 23+ أ21ب× 13= أ23العنصـــــر جــــــ
عناصــر الصـــف الثالـــث مـــن المصـــفوفة الأولــى فـــى العناصـــر المنـــاظرة لهـــا فـــى 

العمود الثانى من المصفوفة الثانیة.

وضح كیفیة ضرب مصفوفتین.توالأمثلة الآتیة

) :11مثال (
إذا كان :
=أ








15

=ب،23










26

14

أوجد :
 )i(أ  ب )ii(ب  أ
)iii(أ  ب  =  ب  أ  ؟هل

الحل :
 )i(أ ب=








15

23











26

14
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=       
       









1×15×21×45×6

2×13×22×43×6

=





















110430

26818

926

826

 )ii(ب أ=










26

14








15

23

=       
       









2×26×12×36×5

1×24×11×34×5

=





















46630

24320

1024

617

)iii(  أ بب أ

) :12مثال (

=أ














 

13

01

12

=ب،










032

112

أوجد :
 )i(أ  ب
 )ii(ب  أ
)iii(ب  أ  ؟أ  ب  = هل

الحل :

 )i(أ ب=














 

13

01

12












032

112=





















184

032

176
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)ii(أب=










032

112















 

13

01

12

=







 23

17

)iii( أ ب مختلفتین.درجتینب أ  وواضح أنهما من

) :13مثال (

إذا كان:

=أ
















5812

4710

369

= ب،





















121

951

742

583

أوجد :  أ ب ف

الحل :
نلاحظ أن عدد أعمدة المصفوفة ( أ ) لا یساوى عدد صـفوف المصـفوفة 

هـل یمكـن (ب) وبالتالى فإنه لا یمكـن إجـراء عملیـة الضـرب لأنهـا غیـر معرفـة.
ولماذا ؟إیجاد حاصل الضرب   ب أ ؟

) :14مثال (

=أإذا كان :





















343

211

125

،I=
















001

010

100

أوجد :
 )i( أI )ii(Iأ

الحل :



-183-

 )i( أI=





















343

211

125

















001

010

100

=





















343

211

125

 )ii(Iأ=
















001

010

100






















343

211

125

=





















343

211

125

، مصفوفة فى مصفوفة الوحدة مـن الیمـین أو مـن الیسـاریةأى أنه عند ضرب أ
یعطى نفس المصفوفة أى أن :فإن حاصل الضرب 

 )i( أIأ   =
 )ii(Iأ   =  أ

) :15مثال (
إذا كان :
=أ








34

=ب،12






 
35

=جـ، 12










32

20

أ× ب× =  جـجـ)× ب × أثبت أن : ( أ 

الحل :
=أ








34

12
أ=








24

13

=ب






 
35

12
ب=











25

13

=جـ










32

20
جـ=







 
02

23
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جـ)× ب × الطرف الأیمن  =  ( أ 

=






















 











34

12

35

12

32

20
/

=


























914

58

32

20
/

=


















6028

3416
/

=






 
1628

3460

أ× ب× الطرف الأیسر  =  جـ

=






 



















02

23
×

25

13
×

24

13

=


















410

821
×

24

13=






 
1628

3460

وبالتالى فإن:

أ× ب× =  جـجـ)× ب × ( أ 

Inverse of Matrixمصفوفة :  معكوس ال5-4

یمكن إیجاد معكوس المصفوفة بإحدى الطرق الآتیة :
باستخدام المحددات.-1
طریقة جاوس.-2
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طریقة العملیات المختصرة على الصفوف.-3
طریقة العوامل المرافقة.-4
طریقة التقسیم.-5

وجمیــــع هــــذه الطــــرق المســــتخدمة فــــى إیجــــاد معكــــوس المصــــفوفة تعطــــى نفــــس 
یجــاد معكــوس المصــفوفة هنــا طــریقتین فقــط لإالنتیجــة. غیــر أننــا ســوف نتنــاول

هما:و 

Cofactors Methodأولاً :  طریقة العوامل المرافقة :  

وتتخلص هذه الطریقة فى الخطوات الآتیة :
 )i( ) نوجد قیمة محدد المصفوفة.(
 )ii(.نوجد مصفوفة المرافقات
)iii(.نوجد مدور مصفوفة المرافقات
)iv( نقسم مدور مصفوفة المرافقات على قیمـة محـدد المصـفوفة فنحصـل علـى

).1-معكوس المصفوفة ( أ

) :16مثال (
أوجد معكوسة المصفوفة الآتیة :












25

13

الحل :

لإیجاد معكوس المصفوفة نتبع الخطوات الآتیة:
 )i(وفة.نوجد محدد المصف
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 =










25

13)  =1 ×-5 (-)2 ×-3(

  =-5  +6  =1

 )ii(.نوجد مصفوفة المرافقات مع أخذ قاعدة الإشارات فى الاعتبار

=مصفوفة المرافقات










)3(1

)5(2=






 
31

52

)iii(المرافقات :مصفوفة مبدولنوجد

=مصفوفة مبدول










21

53

)iv(1أ

21

53 1










=
1

1
21

53









=











21

53

مــــن المعــــروف أن حاصــــل ضــــرب المصــــفوفة فــــى معكوســــها یســــاوى مصــــفوفة 
الوحدة. أى أن :

Iأ  =  ×  1-=  أ1-أ×  أ  

=1-أ أ










25

13











21

53

=       
       









2×55×22×35×1

1×53×21×33×1
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=










101065

5633=







01

10

) :17مثال (
أوجد معكوس المصفوفة الآتیة :

















114

202

351

الحل :
 )i(.نوجد محدد المصفوفة باستخدام عناصر الصف الثانى

  =

































114

202

351

2
14

51
2

11

35

  =-2)20-1  (-2)3-5(
  =-2)19  (-2)-2(
  =-38  +4  =-34

 )ii(.نوجد مصفوفة المرافقات مع الأخذ فى الاعتبار قاعدة الإشارات

مصفوفة المرافقات = 































02

51

22

31

20

35
14

51

14

31

11

35
14

02

14

22

11

20
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=




















)100()62()010(

)201()121()35(

)02()82()20(

=




















2210

6114

21910

)iv(مصـــفوفة المرافقـــات علـــى قیمـــة محـــدد المصـــفوفة ونحصـــل مبـــدولنقســـم
على معكوس المصفوفة المطلوب.

أ
34

1

2210

6114

21910
1






















فــى معكوســها هــذا الحــل نقــوم بضــرب المصــفوفةصــحة ولكــى نتأكــد مــن 
والنتیجة یجب أن تكون مصفوفة الوحدة.

أ
34

1

2210

6114

21910
1






































114

202

351

  =






















34

1

0034

0-340

3400

=
















001

010

100

Row Reductionثانیاً :  طریقة العملیات المختصرة على الصفوف :  

(التحــویلات الصــفیة تســتخدم طریقــة العملیــات المختصــرة علــى الصــفوف
المختصـــرة) لإیجـــاد معكـــوس المصـــفوفة. وتـــتلخص هـــذه الطریقـــة فـــى الخطـــوات 

الآتیة :
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 )i( نضــع المصــفوفة المطلــوب إیجــاد معكوســها بجــوار مصــفوفة الوحــدة مــن

ــــدةنفــــس الدرجــــة ویفصــــل بینهمــــا خــــط رأســــى، وتســــمى المصــــفوفة الممت
Augmented matrix.

 )ii( ــــــات ــــــبعض العملی ــــــوم ب ــــــى تتحــــــول نق ــــــى الصــــــفوف حت (التحــــــویلات) عل
المصـــفوفة الأولـــى إلـــى مصـــفوفة الوحـــدة، وتتحـــول مصـــفوفة الوحـــدة إلـــى 
مصـــــفوفة جدیـــــدة هـــــى المعكـــــوس المطلـــــوب الحصـــــول علیـــــه للمصـــــفوفة 

الأصلیة.

) :18مثال (
أوجد معكوس المصفوفة الآتیة باستخدام طریقة العملیات المختصرة على 

الصفوف.
أ  =








45

23

الحل :









45

23

01

10

فــى الصــف الأول والعمــود الأول واحــداً صــحیحاً وذلــك 2نجعــل العنصــر 
).2بقسمة الصف الأول على (















45

1
2

3

01
2

1
0

) ونجمـــع النـــاتج علـــى الصـــف الثـــانى ونحصـــل 4-نضـــرب الصـــف الأول فـــى (
على :
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 01

1
2

3

21
2

1
0

) فــى الصــف الثــانى والعمــود الثــانى واحــداً صــحیحاً وذلــك 1-عــل العنصــر (نج
).1-بضرب عناصر الصف الثانى فى (















 01

1
2

3

21
2

1
0

نجعـــل العنصـــر 







2

ـــك بضـــرب 3 ـــانى صـــفراً وذل فـــى الصـــف الأول والعمـــود الث

عناصـــر الصـــف الثـــانى فـــى 





 

2

اتج علـــى عناصـــر الصـــف الأول وجمـــع النـــ3

المناظرة فنحصل على.


























01

I

10

21

أ
2

5

2

3

1

ولكى نتحقق من الحل :

أأ
45

23

21
2

5

2

3
1
























 =










101065

5633=







01

10=I

) :19مثال (
أوجد معكوس المصفوفة :
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=أ
















114

623

421

الحل :
هذه المصفوفة سوف نستخدم طریقة العملیـات المختصـرة لإیجاد معكوس 

على الصفوف.

















114

623

421

001

010

100

) فى الصف الأول والعمود الأول واحداً صحیحاً وذلك 4نجعل العنصر (
).4بقسمة عناصر الصف الأول على العدد (





















114

623

1
2

1

4

1

001

010
4

1
00

بتنفیذ العملیتین الآتیتین :نجعل باقى عناصر العمود الأول أصفاراً وذلك 
) ونجمع الناتج على الصف الثانى.6-نضرب الصف الأول فى (-1
) ونجمع الناتج على الصف الثالث.1-نضرب الصف الأول فى (-2





























0
2

1

4

15

01
2

3

1
2

1

4

1

4

1
01

2

3
10

4

1
00
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) فــى الصــف الثــانى والعمــود الثــانى واحــداً صــحیحاً 1-نجعــل العنصــر (

).1-ف الثانى فى (موجباً وذلك بضرب عناصر الص





























0
2

1

4

15

01
2

3

1
2

1

4

1

4

1
01

2

3
10

4

1
00

نجعـــل بـــاقى عناصـــر العمـــود الثـــانى أصـــفاراً وذلـــك بضـــرب الصـــف الثـــانى فـــى 






 

2

ثم نجمع الناتج مرة على الصف الأول ومرة أخرى على الصف الثالث.1































00
4

18

01
2

3
101

1
2

1
1

2

3
10

2

1

2

1
0

نجعـــل العنصـــر 







4

لصـــف الثالـــث والعمـــود الثالـــث واحـــداً صـــحیحاً وذلـــك با18

بضرب عناصر الصف الثالث فى العدد 






18

4.































001

01
2

3
101

9

2

9

1

9

2
2

3
10

2

1

2

1
0

نجعل باقى عناصر العمود الثالث أصفاراً بتنفیذ العملیتین الآتیتین :
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بضرب الصف الثالث فى -1







2

الصف الثانى.وجمع الناتج على3

) وجمع الناتج على الصف الأول.1-بضرب الصف الثالث فى (-2



























001

010

100

18

4

18

2

18

4
18

21

18

15

18

6
18

5

18

7

18

4

أ

18

4

18

2

18

4
18

21

18

15

18

6
18

5

18

7

18

4

1



























  =






18

1





















424

21156

574

Iأ  =  1-لاحظ أن :  أ

الطرف الأیمن =  






18

1





















424

21156

574

















114

623

421

=






18

1

















0018

0180

1800

=
















001

010

100

) :20مثال (

أ=إذا كان لدینا المصفوفة :
















114

202

351

-1(=  ( أ1-)( أ: أثبت أن
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الحل :

الطرف الأیمن

=أ
















124

501

321

=   (-1( أ





























34

10

34

4

34

10
34

19

34

11

34

2
34

2

34

6

34

2

الطرف الأیسر

=1-أ





























34

2

34

2

34

10
34

6

34

11

34

4
34

2

34

19

34

10

=-1(( أ





























34

10

34

4

34

10
34

19

34

11

34

2
34

2

34

6

34

2

-1(( أ=  1-)( أ
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حل المعادلات الخطیة باستخدام المصفوفات :5-5
تســتخدم المصــفوفات فــى حــل المعــادلات الخطیــة فــى متغیــرین أو أكثــر. 

مــن المعــادلات فــى متغیــرین أو ثلاثــة متغیــرات. وســوف نكتفــى هنــا بحــل نظــام 
هذاویعتمــد حــل المعــادلات الخطیــة باســتخدام المصــفوفات علــى إیجــاد معكــوس 

المصفوفة بإحدى الطریقتین اللتین تم دراستهما من قبل فى هذا الباب.

أولاً :  حل نظام من المعادلات الخطیة فى متغیرین :
ین :بافتراض أن لدینا المعادلتین الآتیت

صبسأ 111 جـ

صبسأ 222 جـ

ــــة باســــتخدام المصــــفوفات  ــــه یمكــــن حــــل هــــذا النظــــام مــــن المعــــادلات الخطی فإن
كالآتى:

=أنوجد مصفوفة المعاملات :)1(








بأ
بأ

22

11

=جـنحدد عمود الثوابت :)2(







جـ
جـ

2

1

وذلــــك باســــتخدام طریقــــة العملیــــات المعــــاملاتنوجــــد معكــــوس مصــــفوفة)3(
المختصـــــــــرة علـــــــــى الصـــــــــفوف أو طریقـــــــــة العوامـــــــــل المرافقـــــــــة ولـــــــــیكن :











بأ
بأ

22

11

1

نحصل على قیمتى س ، ص باستخدام المعادلة الآتیة :)4(
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ص
=س










بأ
بأ

22

11

1









جـ
جـ

2

1

) :21مثال (
أوجد مجموعة الحل للنظام الآتى باستخدام المصفوفات.

8ص  = 3س  +  2

11ص  = 5س  +  4

الحل :
نوجد مصفوفة المعاملات.)1(

=أ







45

23

مصفوفة الثوابت .)2(

=جـ







11

8

العوامــــل المرافقــــة نوجــــد معكــــوس مصــــفوفة المعــــاملات باســــتخدام طریقــــة)3(
كالآتى :

=
45

23=10-12=-2

مصفوفة المرافقات  =  










32

54

مبدول مصفوفة المرافقات = 










42

53
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معكوس المصفوفة  

-=1-أ
2

1











42

53

نحصل على قیمتى س ، ص  باستخدام المعادلة التالیة :)4(









ص
جـ1-أ=س









ص
-=س

2

1











42

53








11

8









ص
-=س

2

1








10

7









ص
=س













 

5
2

7

أى أن :  س  = 
2

5،   ص  = 7

ثانیاً :  حل نظام من المعادلات الخطیة فى ثلاثة متغیرات :
بفرض أن لدینا نظام المعادلات التالى فى ثلاثة متغیرات :

دصبسأ 1111  جـ

دصبسأ 2222  جـ

دصبسأ 3333  جـ



-198-
فإنه یمكن حل هذا النظام من المعادلات باستخدام المصفوفات كالآتى :

 )i(: أمصفوفة المعاملات=
















بأ
بأ
بأ

333

222

111

جـ
جـ
جـ

 )ii(: دنحدد عمود الثوابت=
















د
د
د

3

2

1

)iii(ت بأیة طریقة ولیكن :نوجد معكوس مصفوفة المعاملا

=1-أ

















بأ
بأ
بأ

333

222

111

1

جـ
جـ
جـ

)iv(
















ع
ص
س

=

















بأ
بأ
بأ

333

222

111

1

جـ
جـ
جـ

















د
د
د

3

2

1

) :22مثال (
حل نظام المعادلات الآتى باستخدام المصفوفات :

1-س   +  ص   +   ع =  

ع  =  صفر-ص  3س  + 2
4ص  +  ع  =  2-س  3

الحل :

 )i(: أمصفوفة المعاملات=



















321

231

111
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 )ii(: دعمود الثوابت=














 

4

0

1

)iii( معكوس مصفوفة المعاملات یـتم الحصـول علیـه بطریقـة العوامـل المرافقـة
(أو بأیة طریقة أخرى) كالآتى :

=
321

231

111




=1








 21

31
1

31

21
1

32

23

=1)3-2  (-1)2 +3)  +  (-4-9(
=1-5-13   =-17

مصفوفة المرافقات =


















































31

11

21

11

23

11
21

11

31

11

32

11
21

31

31

21

32

23

=





















431

325

1513

مصفوفة المرافقات =مبدول





















1351

523

134
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معكوس مصفوفة المعاملات :

-=1-أ
17

1






















1351

523

134

















ع
ص
س

=-
17

1






















1351

523

134















 

4

0

1

















ع
ص
س

=-
17

1















 

17

17

17

=



















1

1

1

1-ع  =  ،    1-ص  =  ،   1س  =  

Applicationsتطبیقات اقتصادیة وتجاریة :  5-6

تلعــب المصــفوفات دوراً حیویــاً وهامــاً فــى التعبیــر عــن العلاقــات الریاضــیة 
لهـذه متعددة المتغیرات بشكل بسیط یسهل فهمه وبالتالى إیجـاد الحلـول المناسـبة

العلاقــات. فضــلاً عــن ذلــك فــإن المصــفوفات لهــا تطبیقــات فــى مجــالات عدیــدة، 
فــــى الاقتصــــاد، والإحصــــاء وبحــــوث العملیــــات والعملیــــات الإداریــــة وغیرهــــا مــــن 
المجــالات. فمــثلاً نجــد أن المصــفوفات هــى الأســاس فــى صــیاغة نمــاذج المنــتج 

Inputوالمسـتخدم  - Output Models مــاركوف ، وكـذلك صــیاغة سلاسـل
Markov Chains.

ومن هذا المنطلق سوف نقدم بعض الأمثلة التطبیقیة حتى یلمس الدارس 
مدى الاستفادة من ریاضة المصفوفات فى المجال التطبیقى والواقع العملى.
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) :23مثال (

قــدم 10تنــتج شــركة الأحــلام للثلاجــات نــوعین مــن الثلاجــات همــا ثلاجــة 
كــــل نــــوع مــــن هـــذه الثلاجــــات یمــــر بمــــرحلتین قــــدم فــــإذا علمـــت أن12وثلاجـــة 

10إنتــاجیتین همــا مرحلــة التصــنیع ومرحلــة التشــطیب. فــإذا فــرض أن الثلاجــة 

ساعات عمل فى مرحلة التصـنیع وسـاعتین فـى مرحلـة التشـطیب، 4قدم تحتاج 
3ســــاعات عمــــل فــــى مرحلــــة التصــــنیع و 5قــــدم تحتــــاج إلــــى 12وأن الثلاجــــة 

ع العلم بأن عدد الساعات المتاحة لهذا المصـنع ساعات فى مرحلة التشطیب. م
سـاعة لمرحلـة التشـطیب فـإذا كانـت 1300ساعة لمرحلـة التصـنیع، 2400هى 

ـــالمطلوب  ـــة الطاقـــات المتاحـــة ف ـــاج فـــى المصـــنع هـــى اســـتخدام كاف سیاســـة الإنت
تحدید عدد الوحدات المنتجة من كل نوع.

الحل :
التالى.یمكن تلخیص بیانات المشكلة فى الجدول 

مرحلة الإنتاج
النوع

التشطیبالتصنیع

42قدم10

53قدم12

24001300الساعة المتاحة

قدم  =  س وحدة10بفرض أن عدد الوحدات المنتجة من الثلاجة 
قدم  =  ص  وحدو12وأن عدد الوحدات المنتجة من الثلاجة  

فإن المعادلات الآتیة تمثل النظام :
2400ص  =  5س  +  4

1300ص  =  3س  +  2
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وهو نظام معادلات خطیة فى متغیرین ویمكن حـل هـذا النظـام باسـتخدام طریقـة 

المصفوفات كالآتى :

=أمصفوفة المعاملات :







23

45

=جـعمود الثوابت :







1300

2400

=معكوس مصفوفة المعاملات
2

1











24

35









ص
=س

2

1











24

35








1300

2400









ص
=س

2

1








400

700=







200

350

350لثلاجــات الخطــة الإنتاجیــة یجــب أن تنــتج إذن لكــى تحقــق شــركة الأحــلام ل

قدم.12ثلاجة من النوع 200قدم، 10ثلاثجة من النوع 

) :24مثال (
أحجام صغیر، 3تنتج شركة صناعیة نوعین من المنتجات. وكل نوع له 

متوسط، كبیر. والجدول التالى یبین الإنتاج (بالآلاف) فى المصنع الأول.
الحجم

النوع
كبیرمتوسطصغیر

202830الأول

162220الثانى
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كما یبین الجدول التالى مستوى الإنتاج (بالآلاف) فى المصنع الثانى.

الحجم
النوع

كبیرمتوسطصغیر

304036الأول

242028الثانى

والمطلوب :
أكتــــــب المصــــــفوفة التــــــى تعبــــــر عــــــن مســــــتوى الإنتــــــاج الكلــــــى فــــــى كــــــلا )1(

المصنعین.
% عــن 20ت الشــركة أن تفتــتح مصــنعاً ثالثــاً بطاقــة إنتاجیــة تزیــد إذا قــرر )2(

طاقة المصنع الثانى. أكتب المصفوفة التى تعبر عن مستوى الإنتاج فـى 
المصنع الثالث.

حدد المصفوفة التى تعبر عن حجم الإنتاج الكلى فى الشركة.)3(

الحل :
الأول مضــافاً مســتوى الإنتــاج فــى المصــنعین معــاً یســاوى إنتــاج المصــنع)1(

إلیه إنتاج المصنع الثانى.

















162220

202830

242028

304036=







404248

506866

وحدة حجم صغیر من النوع الأول.50أى ینتج المصنعین معاً :
وحدة حجم متوسط من النوع الأول.68
وحدة حجم كبیر من النوع الأول.66

الثانى.وحدة حجم صغیر من النوع40
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وحدة حجم متوسط من النوع الثانى.42
وحدة حجم كبیر من النوع الثانى.48

% عـن طاقـة المصـنع 20حیث أن المصنع الثالـث طاقتـه الإنتاجیـة تزیـد )2(
الثـانى فإنـه لإیجـاد طاقــة المصـنع الثالـث الإنتاجیــة نضـرب مسـتوى إنتــاج 

).1.20المصنع الثانى فى (

1.20=اجیة للمصنع الثالثالطاقة الإنت







242028

304036

=







8.28246.33

36482.43

الطاقــة الإجمالیــة للشــركة ككـــل  =  الطاقــة الإنتاجیــة للمصـــنع الأول  +  )3(
الطاقة الإنتاجیة للمصنع الثانى  +  الطاقة الإنتاجیة للمصنع الثالث.

























162220

202830

242028

304036

8.28246.33

36482.43

=







8.68666.81

861162.109
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تمارین على الباب الخامس

إذا كان :)1(

=أ



















011

421

123

=ب 
















101

123

210

=جـ


















111

100

220

أوجد :
 )i(2  ب  +  جـ3-أ
 )ii(أ ب ، ب أ .  هل أ ب  =  ب أ ؟
)iii(3  ب5أ جـ  +  -أ

)2( )i(2  × 

















5

4

3

132

 )ii(2  × 















132

5

4

3

ماذا تلاحظ ؟

أحسب معكوس المصفوفات الآتیة بطریقتین :
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)3(



















141454

2523

3652

2432

)4(







 52

34

)5(


















1111

2433

1332

1231

)6(







34

12

وفات الآتیة :أضرب المصف

)7(





































1012

2110

1221

2345

2

1

1

2

)8(





































231

723

311

32

11

32

)9( 















 235

1

1

1

أوجد قیمة كل مما یأتى :
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)10(3I




















2

352

214

123

)11(





















245

113

127

012

)12(














 





















011

253

314

321

212

124

)13(2






 









 03

12
3

01

32

)14(3






































64

31

12

2

03

32

21

)15(3










































253

324

012

2

456

210

123

)16(4

























4367

1023

2511

9302

5I

أوجد قیم س ، ص ، ع  التى تحقق المتساویات الآتیة :

)17(
















ص3
2س

34

12



-208-

)18(






 







 
0س

31

40

ع2ص

)19(





















13

4صس

13

ص3س12

أوجد قیمة كل مما یأتى :

)20( 23
5

4









)21( 201

30

11

02



















)22(






 

















240

301

6

4

3

)23(



























 

26

34

12

0

2

)24(








































210

021

102

13

21

32

)25(




































403

132

210

210

021

102
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)26(







































456

123

231

3

2

1

)27(
































536

214

0213

3151

1024

)28(






 




























321

141

21

53

10

32

21

)29(

















































011

320

413

13

00

21

310

211

)30(






























































321

312
×

53

10

46

13

21

32

)31(






















 









 02

31

21

12
3

10

22

حیث :3I-أ  2+  2أحسب :  أ)32(

=أ






 
32

11

حیث :2I-أ  5-2أحسب :  أ)33(
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=أ
















003

121

100

إذا كان :)34(

=أ







43

=ب،12










23

12

أوجد قیمة  :
 )i((أ  +  ب )2

 )ii(2أ ب  +  ب2+ 2أ

)iii((أ  +  ب )؟2أ ب  +  ب2+ 2=  أ2

أوجد المصفوفة  أ   التى تحقق كلا من المعادلات الآتیة :

أ)35(  









10

21
53

)36(

































013

210

152

أ
11

0

7

)37(


































01

11

20

أ
01

31

60

أ)38(















34

12

1522

710
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إذا كان :)39(

=أ















34

12

1522

=ب،710










21

11

أوجد قیمة  س ، ص  بحیث :
 )i((أ + ب )2+  ب2=  أ2

 )ii( أ ) (أ + ب )-(2ب-2=  أب

أوجـــد مجموعــــة الحـــل لكــــل نظـــام مــــن نظـــم المعــــادلات الخطیـــة الآتیــــة بطریقــــة 
المصفوفات :

ص2-1س  =  3)40(
=  صفر3-ص  -س  2

14ص  =  5س  +  4)41(

7ص  +  س  =  3

=  صفر5-ص)  -(س 2)42(
س  =  صفر3-ص)  -1(4

=  صفر1-ص  2س  +  )43(
=  صفر3-س  2ص  +  4

1ص  = 3-س  4)44(

س  +  ص3=  5

1ص  =  5-س  2)45(
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5ص  =  4س  +  3

4ص  =  2-س  3)46(

=  صفر5س  +  4-ص  3

9ع  = 4ص  +  6-س  2)47(

5ع   =  2-س  +  ص  3

3ع = 6ص  + 9-س  3

3ع  =  -ص  -س  2)48(

6ع  =  ص  + 2-س  

3-ع  = 2-ص  س  +  

=  صفر15-ع  12ص  +  3-س  6)49(
=  صفر10-ع   5ص  +  3س  +  2
=  صفر21-ع   8ص  +  2-س  4

إذا كان :)50(

=أ






 
17

=ب،24







 02

13

+  ب=  أ( أ + ب))i( أثبت أن :

 )ii(( أ ب )-1-أ1-=  ب1

إذا كان :)51(
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=أ







16

=ب،15






 
02

=جـ،13







 12

70

+ جـ+  ب=  أ( أ + ب + جـ))i( أثبت أن :
 )ii(( أ ب جـ )-1-أ1-ب-1=  جـ1

بطریقــة العملیــات المختصــرة علــى أوجــد معكــوس المصــفوفات الآتیــة (إن وجــد) 
الصفوف :

)52(






 
21

35

)53(














 

320

202

113

)54(






 
25

27

)55(
















 113

2136

452

)  أوجــد مجموعــة الحــل لكــل نظــام مــن نظــامى المعــادلات الآتیــة باســتخدام 56(
الحاسب الآلى:

=  صفر15-ع  12ص  +  3-س 6(أ)          
=  صفر10-ع   5ص  +  3س  +  2
=  صفر21-ع   8ص  +  2-س  4

9ع  = 4ص  +  6-س  2(ب)        
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5ع   =  2-س  +  ص  3

3ع = 6ص  +  9-س  3


