
            Methods of Integral:  

                                  :      
𝐸𝑥:   

𝑑𝑥

 3 − 2𝑥2 
  ,    𝑎2 = 3   ⟹   𝑎 =  3   ,    𝑏2 = 2  ⟹   𝑏 =  2  

𝑥 =
 3   

 2
𝑠𝑖𝑛𝜃    ⟹     𝑑𝑥 =

 3   

 2
𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑑𝜃    

𝑠𝑖𝑛𝜃 =
 2

 3
𝑥     ⟹       𝜃 = sin−1  

 2

 3
𝑥     

3 − 2𝑥2  ⟹  3 − 2  
3

2
𝑠𝑖𝑛2𝜃  ⟹   3 − 3𝑠𝑖𝑛2𝜃     3 1 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃 ⟹   3𝑐𝑜𝑠2𝜃 

 

 3   

 2
𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑑𝜃  

 3𝑐𝑜𝑠2𝜃
   ⟹   

 3  

 2
 

𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑑𝜃

 3 𝑐𝑜𝑠𝜃
    ⟹  

1

 2
 𝑑𝜃  ⟹   

1

 2
θ + c  

⟹  
1

 2
 sin−1  

 2

 3
𝑥 + 𝑐 



𝐸𝑥:  
𝑑𝑥

 9 + 𝑥2 
    , 𝑎 = 3  , 𝑏 = 1  ⟹ 𝑥 = 3 𝑡𝑎𝑛𝜃  ⟹ d𝑥 = 3𝑠𝑒𝑐2𝜃 𝑑𝜃 

 𝑡𝑎𝑛𝜃 =
𝑥

3
    ⟹   θ = tan−1  

𝑥

3
      

 
3𝑠𝑒𝑐2𝜃 𝑑𝜃

 9 + 9𝑡𝑎𝑛2𝜃
   ⟹     

3𝑠𝑒𝑐2𝜃 𝑑𝜃

3 1 + 𝑡𝑎𝑛2𝜃
   ⟹     

𝑠𝑒𝑐2𝜃 𝑑𝜃

 𝑠𝑒𝑐2𝜃
  

 𝑠𝑒𝑐𝜃 𝑑𝜃           ⟹  ln (sec 𝜃 + tan 𝜃) + 𝑐  

⟹   ln  
 9+𝑥2 

3
+

𝑥

3
 + 𝑐   

 

 9 + 𝑥2  𝑥 

3 

θ 



                  :        

𝐸𝑥:   
𝑑𝑥

4𝑥2 + 4𝑥 + 2
 

4𝑥2 + 4𝑥 + 2    ⟹    4  𝑥2 + 𝑥 +
1

2
  

4   𝑥2 + 𝑥 +
1

4
 +

1

2
−

1

4
       ⟹     4   𝑥 +

1

2
 

2

+
1

4
  

4   
2𝑥 + 1

2
 

2

+
1

4
      ⟹      2𝑥 + 1 2 + 1 



𝑢 = 2𝑥 + 1  ⟹     𝑑𝑢 = 2 𝑑𝑥  

 2𝑥 + 1 2 + 1    ⟹     𝑢2 + 1 

 

1
2

du

𝑢2 + 1
 ⟹

1

2
tan−1 𝑢 + 𝑐    ⟹

1

2
tan−1 2𝑥 + 1 + 𝑐 

𝐸𝑥:   
𝑥 + 1

 2𝑥 − 𝑥2
𝑑𝑥 

2𝑥 − 𝑥2   ⟹  − 𝑥2 − 2𝑥   ⟹  −  𝑥2 − 2𝑥 + 1 − 1    

⟹ −   𝑥2 − 2𝑥 + 1 − 1   ⟹   1 −   𝑥2 − 2𝑥 + 1  

⟹    1 −  𝑥 − 1 2 ⟹  1 − 𝑢2      



u = 𝑥 − 1   ⟹    du = d𝑥   , 𝑥 + 1   ⟹   u + 1 + 1  ⟹    u + 2 

⟹  
𝑢 + 2

 1 − 𝑢2
du    ⟹     

𝑢

 1 − 𝑢2
du + 2  

du

 1 − 𝑢2
 

⟹ −
1

2
 −2𝑢 1 − u2 −

1
2 du   + 2 sin−1 u + c 

⟹ −
1

2

 1 − 𝑢2

1
2

+ 2 sin−1 u + c 

⟹ − 1 − 𝑢2 + 2 sin−1 u + c  ⟹ − 1 −  𝑥 − 1 2 + 2 sin−1 𝑥 − 1 + c 



                    :       partial fractions 

:             .                                                                    

  

𝐸𝑥:  𝐼 =  
5𝑥 − 3

𝑥2 − 2𝑥 − 3
𝑑𝑥 

5𝑥 − 3

𝑥2 − 2𝑥 − 3
=

5𝑥 − 3

 𝑥 + 1  𝑥 − 3 
=

𝐴

 𝑥 + 1 
+

𝐵

 𝑥 − 3 
 

⟹  
5𝑥 − 3

 𝑥 + 1  𝑥 − 3 
=

𝐴 𝑥 + 1 + 𝐵 𝑥 − 3 

 𝑥 + 1  𝑥 − 3 
 

5𝑥 − 3 = 𝐴𝑥 − 3𝐴 + 𝐵𝑥 + 𝐵 = 𝑥 𝐴 + 𝐵 − 3𝐴 + 𝐵 

5 = 𝐴 + 𝐵 − − −  1 , −3 = −3𝐴 + 𝐵 − − −  2  ⟹ 𝐴 = 2  , 𝐵 = 3  

𝐼 =  
𝐴

 𝑥 + 1 
𝑑𝑥 +

𝐵

 𝑥 − 3 
𝑑𝑥 

⟹  
2

 𝑥 + 1 
𝑑𝑥 +

3

 𝑥 − 3 
𝑑𝑥 ⟹ 2𝑙𝑛 𝑥 + 1 + 3𝑙𝑛 𝑥 − 3 + 𝑐 



:               .                                                      

𝐸𝑥:  𝐼 =  
3𝑥 + 5

𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1
𝑑𝑥 

⟹ 𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1 ⟹  (𝑥3 − 𝑥2) − (𝑥 − 1) 

⟹  𝑥2 𝑥 − 1 −  𝑥 − 1 ⟹   𝑥 − 1 (𝑥2 − 1) 

⟹   𝑥 − 1  𝑥 − 1  𝑥 + 1  ⟹  (𝑥 + 1)(𝑥 − 1)2 

3𝑥 + 5

𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1
=

𝐴

𝑥 + 1
+

𝐵

𝑥 − 1
+

𝐶

(𝑥 − 1)2
 

⟹
   𝐴(𝑥−1)2+𝐵 𝑥+1  𝑥−1 +𝐶 𝑥+1 

(𝑥+1)(𝑥−1)2   

3𝑥 + 5 = 𝐴𝑥2 − 2𝐴𝑥 + 𝐴 + 𝐵𝑥2 − 𝐵 + 𝐶𝑥 + 𝐶 

0 = A + B
3 = −2A + C

5 = A − B + C
 ⟹ 𝐴 =

1

2
  , 𝐵 = −

1

2
  , 𝐶 = 4 

𝐼 =  

1
2

𝑥 + 1
𝑑𝑥 +  

−
1
2

𝑥 − 1
𝑑𝑥 +  

4

(𝑥 − 1)2
𝑑𝑥 

⟹
1

2
𝑙𝑛 𝑥 + 1 −

1

2
𝑙𝑛 𝑥 − 1 −

4

𝑥 − 1
+ 𝑐  



:               .                                                   

𝐸𝑥:  𝐼 =  
4 − 2𝑥

 𝑥2 + 1  𝑥 − 1 2
𝑑𝑥 

4 − 2𝑥

 𝑥2 + 1  𝑥 − 1 2
=

A𝑥 + B

𝑥2 + 1
+

C

𝑥 − 1
+

D
 𝑥 − 1 2

 

4 − 2𝑥 =   A𝑥 + B  𝑥 − 1 2 + 𝐶 𝑥2 + 1  𝑥 − 1 + 𝐷 𝑥2 + 1  

⟹   𝐴 =  2  ,𝐵 = 1  ,𝐶 = −2   ,𝐷 = 1 

⟹ 𝐼 =  
2𝑥 + 1

 𝑥2 + 1 
𝑑𝑥 +  

−2

𝑥 − 1
𝑑𝑥 +  

𝑑𝑥

 𝑥 − 1 2
 

⟹ 𝐼 =  
2𝑥

 𝑥2 + 1 
𝑑𝑥 +  

𝑑𝑥

 𝑥2 + 1 
− 2𝑙𝑛 𝑥 − 1 −

1

𝑥 − 1
+ 𝑐 

⟹ 𝐼 = 𝑙𝑛 𝑥2 + 1 + tan−1 𝑥 − 𝑙𝑛 𝑥 − 1 −
1

𝑥 − 1
+ 𝑐 



               :       Integration by parts 

 𝑢 𝑑𝑣  =   𝑢 𝑣 −    𝑣 𝑑𝑢    

𝐸𝑥:   sin−1 𝑥 𝑑𝑥 

𝑢 = sin−1 𝑥   ⟹   𝑑𝑢 =
𝑑𝑥

 1 − 𝑥2
  ,   d𝑣 = d𝑥  ⟹ 𝑣 = 𝑥  

 sin−1 𝑥 𝑑𝑥   =   𝑥 sin−1 𝑥 −    
𝑥

 1 − 𝑥2
𝑑𝑥    

 sin−1 𝑥 𝑑𝑥   =   𝑥 sin−1 𝑥 +
1

2
   −2𝑥 1 − 𝑥2 −

1
2𝑑𝑥    

 sin−1 𝑥 𝑑𝑥   =   𝑥 sin−1 𝑥 +
1

2
   1 − 𝑥2 + c 



𝐸𝑥:  𝐼 =  sec−1 𝑥 𝑑𝑥 

𝑢 = sec−1 𝑥   ⟹   𝑑𝑢 =
𝑑𝑥

𝑥 𝑥2 − 1
  ,   d𝑣 = d𝑥  ⟹ 𝑣 = 𝑥 

I =   𝑥 sec−1 𝑥 −    
𝑥

𝑥 1 − 𝑥2
𝑑𝑥   = 𝑥 sec−1 𝑥 −    

𝑑𝑥

 1 − 𝑥2
    

I = 𝑥 sec−1 𝑥 −   𝐼1 

: 𝐼1(                                               ) 

H. W:   cos−1 𝑥 𝑑𝑥   ,  tan−1 𝑥 𝑑𝑥 ,  cot−1 𝑥 𝑑𝑥 ,  csc−1 𝑥 𝑑𝑥  

 


