
  [ABCD]فأنه  [ACD]و  [ABC]إذا كانت   -( :6مبرهنة )

 مختلفة وعلى استقامة واحدة  A, B, C, D( النقاط 5من مبرهنة )  -البرهان :

               .∙ .[ABC]  

 لتالية متحقق( احد الاحتمالات ا8. حسب بديهية )∙.               

              [ABCD]  أو[ABDC]  أو[ADBC]  أو[DABC]  

  [ACD]تناقض لأن  [ADC]فأنه  [ABDC]إذا كان               

  [ACD]تناقض لأن  [ADC]فأنه  [ADBC]إذا كان               

  [ACD]تناقض لأن  [DAC]فأنه  [DABC]إذا كان               

 متحقق . [ABCD]حتما  . الا∙.              

 

  [BCD]و  [ABD]فأنه  [ACD]و  [ABC]إذا كانت   -نتيجة :

 

  [ABCD]فأنه  [BCD]و  [ABC]كانت  اإذ -( :7مبرهنة )

 

  [ABCD]فأنه  [BCD]و  [ABD]إذا كانت  -( :8مبرهنة )

 

   -( :9مبرهنة )

  [ACB]أو  [ABC]فأنه   B ≠ Cو  [ACD]و  [ABD]( إذا كانت 1)       

  [BDC]أو  [BCD]فأنه   C ≠ Dو  [ABD]و  [ABC]( إذا كانت 2)       

 [ADC]أو  [ACD]فأنه   C ≠ Dو  [ABD]و  [ABC]( إذا كانت 3)       

  



(   5مختلفة وعلى استقامة واحدة حسب مبرهنة ) A, B, C, Dالنقاط   -البرهان :

.∙ .[ABD]  

 ( 8متحققة )حسب بديهية  . احد الاحتمالات التالية∙.              

[ABDC]               أو[ABCD]  أو[ACBD]  أو[CABD]  

  [ACD]تناقض لأنه  [ADC]فأنه  [ABDC]إذا كانت              

 متحقق  [ACD]فأنه  [ABCD]إذا كانت              

 متحقق [ACD]فأنه  [ACBD]إذا كانت              

  [ACD]تناقض لأن  [CAD]أنه ف [CABD]إذا كانت              

  [ACB]أو   [ABC]. أما ∙.             

 

  Sمجموعتين جزئيتين من المجموعة  A2 ≠ ϕو   A1 ≠ ϕإذا كانت   -تعـريــــف :

 تشك   A2 و A1فأن 

   Sتجزئة للمجموعة                   

 A1 U A2 =  Sو    A1 ∩ A2 = ϕإذا كانت                  

نقطة أخرى على المستقيم  A و  mنقطة على المستقيم  Oإذا كانت  -يـــف * :تعــر

 تمث  ك   S1نفرض أن 

 [OAX]بحيث أن     Xوالتي تشم  النقاط   mالنقاط على المستقيم                    

  [OXA]أو 

           [OAX]}        أو[OXA] S1 = {XЄm :  

 [YOA]بحيث أن  Yتمث  مجموعة ك  النقاط  S2ونفرض أن                    

                   S2 = {YЄm : [YOA]}  

  Oبالنسبة للنقطة  mأنصاف المستقيم تسمى   S2و     S1فأن                     

 



  Oلاتحتوي النقطة   Oبالنسبة للنقطة   mأنصاف المستقيم   -( :11مبرهنة )

 O Є S1نفرض أن  -البرهان :

              [OOA]  أو[OAO]   →                

 وهذا تناقض لأنها نقاط مختلفة                

               .∙.  O    S1  

  O Є S1 ← [OOA]نفرض                

 وهذا تناقض لأنها نقاط مختلفة                

               .∙ .O    S2   وO    S1  

مجموعتين مختلفتين ومنفصلة عن  S2 ≠ ϕو   S1 ≠ ϕليكن   -تعريـــف :

 ونفرض ان الشروط التالية متحققة   Sالمجموعة 

 A , Bتقع بين النقطتين  C Є Sتوجد نقطة  B Є S2و  S1 A Єلأي نقطتين   (1

 [ACB]أي أن 

تقع  C Є Sفأنه لاتوجد نقطة   A , B Є S2أو   A , B Є S1لأي نقطتين   (2

 [ACB]بينهما أي أنه 
 S2و   S1تفص   Sير متحقق فأنه يقا  أن غ

مجموعتين غير   m ,Lتفص    mعلى المستقيم  Oأي نقطة  -( :11مبرهنة )

 خاليتين من أنصاف المستقيم 

  Oمع النقطة  mوالتي تشك  تجزئة للمستقيم                      

مع   S2و  S1واضح أن   mهي أنصاف المستقيم    S1 ,S2نفرض أن  -البرهان :

 تشك  تجزئة  Oالنقطة 

  mللمستقيم               

الى مجموعتين غير خاليتين من  mتفص   Oللبرهنة على أن النقطة               

 أنصاف المستقيم

  [x1Ox2]يجب أن نبرهن أن    x2 Є S2و   x1 Є S1(  نفرض أن 1)             



   ∙.∙ x1 Є S1  ← [Ox1A] ˅ [OAx1]   

        x2 Є S2 ← [x2OA] 

  -وهي : [x1Ox2]هناك ثلاث احتمالات للترتيب    

[x2OA] ˄ [OAx1]  أو[x2OA] ˄ [Ox1A]  أوx1 = A  

[x2OA] ˄ [OAx1] ( 5حسب بديهية )[AOx2] ˄  [x1AO]  حسب

 ( نحص  على 8مبرهنة )

[x1AOx2] ← [x1Ox2]  

 

 

  [Ox1A] ˄ [x2OA]إذا كان 

  [x2Ox1] ← [x2Ox1A]( 8حسب بديهية )

  [x2Ox1]يصبح  [x2OA]فأن الترتيب   x1 = Aإذا كانت 

 غير متحقق . [x1Ox2]يجب إن نبرهن أن  x1 , x2 Є S( نفرض أن 2)

    x1 Є S1 ← [Ox1A] ˅ [OAx1] 

    x2 Є S1 ← [Ox2A] ˅ [OAx2]  

     → ([Ox1A] ˅ [OAx1]) ˄ ([Ox2A] ˅ [OAx2]) 

    → ([Ox1A] ˄ [Ox2A]) ˅ ([OAx1] ˄ [Ox2A]) ˅ 

 ([Ox1A] ˄ [OAx2]) ˅ ([OAx1] ˄ [OAx2])          

 

حسب مبرهنة  [Ox2x1] ˅ [Ox1x2] ← [Ox2A] ˄ [Ox1A]إذا كان  (1

(9-1 ) 
.∙ .[x1Ox2]  غير متحقق 

  [Ox2Ax1] ←( 8حسب مبرهنة ) [Ox2A] ˄ [OAx1]إذا كان  (2



← [Ox2x1]  

.∙ .[x1Ox2]  غير متحقق 

  (3-9)حسب مبرهنة  [OAx2] ˄ [Ox1A]إذا كان  (3
[Ox1x2] ˅ [Ox2x1] ← [Ox1x2]  

  [OAx2] ˄ [OAx1]إذا كان  (4
    ← [Ox1x2] ˅ [Ox2x1]  (3-9)حسب مبرهنة  

     .∙ .[x1Ox2]  غير متحقق 

  x1, x2 Є S2إذا كانت      

      [x1OA] ˄ [x2OA]  

      [x1x2O] ˅ [x2x1O]  (2-9)حسب مبرهنة  

      .∙ .[x1Ox2] غير متحقق 

     .∙ .O    تفصm  

 

مجموعتان متعينة في التعريف *  تسمى   S1 , S2المجموعتان  -ملاحظة :

  . O , Aبالنقطتين 

 

ثلاث نقاط مختلفة وعلى استقامة   A′ , A, Oإذا كانت  -( :12مبرهنة )

 فأن  mواحدة على المستقيم 

 Oوالمتعينة بالنقطة  Oلنقطة  أنصاف المستقيمات بالنسبة                     

, A   هي نفسها أنصاف 

 .   ′O , Aالمستقيم المتعينة بالنقطتين                      

 

  Segment           -قطع المستقيمات :



هي مجموعة ك   ABنقطتين فأن قطعة المستقيم   A ,Bإذا كانت  -تعــريـــف :

 بحيث Xالنقاط 

                [AXB] مز لقطعة المستقيم المحددة بالنقطتين يرA ,B   بالرمزA-B 

 ABأو 

                     A-B = AB = {X: [AXB]}لذلك فأن                   

 

  ABلا تنتمي لقطعة المستقيم  A , Bالنقطتان  -( :13مبرهنة )

 مجموعة غير خالية  A-Bقطعة المستقيم  -( :14مبرهنة )

          A-B = B-A -( :15مبرهنة )

  ABمجموعة جزئية من المستقيم      A-B -( :16مبرهنة )

  B=Cو  A=Dأو  B=Dو   A=Cفأنه   A-B = C-Dإذا كانت   -( :17مبرهنة )

 P-Bو  A-Pفأن  [APB]قطعة مستقيم بحيث  A-Bإذا كانت  -( :18مبرهنة )

 مجموعتان جزئيتان من

  A-Bالمجموعة                      

            X Є A-Pنفرض                                   -برهان :ال

                                          → [AXP] ˄ [APB]         

                                            → [AXPB] → [AXB]  

                                             X Є A-B                      

                                        → A-P        A-B                 

               X Є P-Bنفرض                                             

                                          → [PXB]  ˄ [APB]           

                                              → [BXP] ˄ [BPA]       (5)بديهية 



                                              → [BXPA]                  

                                            → [BXA]       X Є B-A  

                                                              → X Є A-B  حسب(

 (15مبرهنة 

                                             → P-B      A-B              

 

الى  ABتفص   ABتنتمي الى قطعة المستقيم  Pأي نقطة  -( :19مبرهنة )

 مجموعتين غير خاليتين

                     AP  وPB  التي تشك  مع النقطةP  تجزئة لقطعة المستقيمAB   

 

                      The Axiom of pash -بديهية بــاش :  

 mثلاثة نقاط مختلفة وليست على استقامة واحدة و  C , B , Aإذا كانت             

 مستقيم لا يمر باي 

فأنه يحتوي نقطة  ABمن هذه النقاط ويحتوي نقطة من قطعة المستقيم             

 BCأو  ACمن القطعة 

         Pash theorem   -( )مبرهنة باش( :21) مبرهنة

ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة وكان  C , B , Aإذا كانت                       

m  مستقيم يحتوي 

ونقطة أخرى من قطعة المستقيم  ABنقطة من قطعة المستقيم                       

AC  فأنه لا يحتوي 

  BC قطة من قطعة المستقيم ن                      

 

ثلاث نقاط مختلفة وليست على استقامة واحدة فيقا   C , B, Aإذا كانت  -تعـريـف :

 للمجموعة المتكونة



 بالمثلث BCو  ACو  ABمع قطعة المستقيم  C , B , Aمن اتحاد النقاط               

 ويرمز له بالرمز

             ABC ∆  والنقاطC , B ,A  والقطع  رؤوس المثلثتسمىAB  وAC  و

BC  أضلاع تسمى 

 المثلث .             

 

 

 

Home work* * 

مختلفة وعلى استقامة  E ,D , C , B ,Aفأنه  [ABCDE]برهن انه إذا كانت  (1

 واحدة 
  mبرهن انه يوجد على الأق  خمسة نقاط مختلفة على المستقيم  (2
 مختلفة بين أي نقطتين  برهن انه يوجد على الأق  ثلاث نقاط (3

 

هي مجموعة ك   S1نقطة خارجة عنه نفرض  Pمستقيم و  mليكن  -تعــريف :

 الخارجة عن Xالنقاط 

لا تشترك مع المستقيم  PXبحيث  Pبالإضافة إلى النقطة  mالمستقيم                

m  .بأي نقطة 

تشترك  PYإن  بحيث Yتمث  مجموعة ك  النقاط   S2كذلك نفرض                

  mمع المستقيم 

أنصاف المستوي بالنسبة تسميان  S2 , S1بنقطة فأن المجموعتان                

 والمتعينة  mللمستقيم 

  Pوالنقطة  mبالمستقيم                

                                                    

                                                       



مجموعة  Pوالنقطة  mأنصاف المستوي المتعينة بالنسبة للمستقيم  -( :21مبرهنة )

 غير خالية 

  m( يوجد على الأق  خط مستقيم 4من بديهية )  -البرهان :

  P( توجد نقطة خارجه عنه مث  3من بديهية )              

  Qمث   mجد نقطة على المستقيم ( تو2من بديهية )              

 PQيحتويهما المستقيم  P,Q( النقط 1من بديهية )              

  [PQY]بحيث  Y( توجد نقطة 9من بديهية )              

                                           → Q Є PY 

                        → Y Є S2       → S2 ≠ ϕ                       

  mعلى المستقيم  R( توجد نقطة أخرى مث  2من بديهية )             

  YRيمر بهما المستقيم   R , Y( النقاط  1من بديهية )            

  [YRX]بحيث  X( توجد نقطة 9من بديهية )            

  PXيحتويهما المستقيم   X , P( 1حسب بديهية )            

بأي  mلا تشترك مع المستقيم  PXحسب مبرهنة باش قطعة المستقيم . ∙.            

 نقطة 

                                                                             X Є S1 → 

S1 ≠ ϕ          

 

نقطتين مختلفتين خارجتين عن   ′Pو Pمستقيم و  mليكن   -( :22مبرهنة )

 المستويفأنه أنصاف  mالمستقيم 

هي نفسها أنصاف المستوي  Pوالنقطة  mالمتعينة بالمستقيم                      

 ′Pوالنقطة  mالمتعينة بالمستقيم 

 



 Pو  mنفرض أن أنصاف المستوي المتعينة بالمستقيم  -البرهان :

           S1 = {X    m: PX ∩ m = ϕ} U {P}                          

         S2 = {Y    m: PY ∩ m ≠ ϕ }                                     

  ′P  و mنفرض أن أنصاف المستوي المتعينة بالمستقيم              

                       R1 = {X    m: P′ X ∩ m = ϕ} U {P′}          

                             R2 = {Y    m: P′ Y ∩ m ≠ ϕ}                 

  P′ Є S1إذا كانت             

  X Є S1 ← PX ∩ m = ϕنفرض أن             

   P′ X ∩ m = ϕيجب أن نبرهن إن            

    PQX∆في            

           ∙.∙ PX ∩ m = ϕ    

  Q Є S2( توجد نقطة 21حسب مبرهنة )           

           PQ ∩ m ≠ ϕ      

 

   (PQX∆)ش حسب بديهية  با

   XQ ∩ m ≠ ϕ          

   (P′ PQ∆)في المثلث   

 ( P′ Є S1) من الفرض   P′P ∩ m = ϕبما أن  

    PQ ∩ m ≠ ϕ       

       ← P′Q ∩ m ≠ ϕ  حسب بديهية باش ( ∆PP′Q ) 

        QX ∩ m ≠ ϕ     



QP′ ∩ m ≠ ϕ             

XP′ ∩ m = ϕ ←        حسب مبرهنة باش (∆XP′Q  ) 

    → X Є R1            

→ S2      R1             

  R1      S1لبرهان أن 

  X Є R1 → X Є S1      

 

 ( 12لمبرهنة ) -البرهان :

S1 = {X Є m : [OXA] ˅ [OAX] ˅ A = X }               

S2 = {Y Є m : [YOA]}                                              

R1 = {X Є m : [OXA′] ˅ [OA′X] ˅ A′ = X}             

R2 = {Y Є m : [YOA′]}                                            

[AOA′] ˅ [OAA′] ˅ [OA′A] 

1) [OA′A]    
  R1     S1أو  S1    R1يجب أن نبرهن أن   S1 = R1نبرهن  (1
  X Є S1نفرض     ( أ

[OA′A] ˄ (A = X ˅ [OAX] ˅ [OXA] ) 

([OA′A] ˄ A = X) ˅ ([OA′A] ˄ [OAX]) ˅ ([OA′A] ˄ [OXA]) 

   A′ ≠ Xفي حالة 

[OA′X] ˅ ([OA′X] ˅ [OXA′] ˅ [OA′X])  

→ [OXA′] ˅ [OA′X]  → X Є R1 → S1     R1  

    R1     S1نبرهن  ( ب
  X Є R1نفرض  



[OA′A] ˄ (A′ = X ˅ [OA′X] ˅ [OXA′])  

(X = A′ ˄ [OA′A]) ˅ ([OXA′] ˄ [OA′A]) ˅ ([OXA′] ˄ [OA′A])   

            ˅ [OXA] في حالة(A ≠ X [OXA] ˅ ([OXA] ˅ [OAX]  

S1     R1   ← X Є S1 ← [OAX] ˅ [OXA] 

S1 = R1   ←  

 S2 = R2نبرهن أن  (2
   Y Є S2نفرض  ( أ

Y Є R2 ← [YOA′] ← [OA′A] ˄ [YOA] 

S2      R2    

   Y Є R2ب( نفرض    

        Y Є S2 ← [YOA] ← [OA′A] ˄ [YOA′]  

         .∙ .S2 = R2 ← R2     S2   

 ( نفس الأولى 2

3 )[A′OA]   

   S1 = R2( نبرهن أن 1

  Y Є S1أ( نفرض  

[A′OA] ˄ (A = X ˅ [OAX] ˅ [OXA]    

  ([A′OA] ˄ A = X) ˅ ([A′OA] ˄ [OAX]) ˅ ([A′OA] ˄ [OXA])  

X Є R2 ← [A′OX] ˅ [A′OX] ˅ [A′OX]    

           S1     R2 

 Y Є R2( نفرض ب 

[A′OA] ˄ [A′OY] ← [A′OA] ˄ [YOA′]       ( 5)بديهية 



 Y ≠ Aفي حالة  [OYA] ˅ [OAY] ←( 9حسب مبرهنة ) 

Y Є S1   أما في حالة ,Y = A  

.∙ .Y Є S1  ←  لأن(A Є S1  )← R2     S1  

.∙  .S1 = R2  

 

  Y Є S2( نفرض 2

  [A′YO] ˅ [YA′O]( 9)مبرهنة  ← [YOA] ˄ [A′OA]أ(  

  ′Y ≠ Aفي حالة     

   .∙ .Y Є R1  في حالةY ≠ A′   

 ( A′ Є R)لأنه   Y = A′  ← Y Є R1أما في حالة    

  .∙ . S2     R1    

 

 X Є R1ب( 

    [A′OA] ˄ (A′ = X ˅ [OA′X] ˅ [OXA′])  

    ([A′OA] ˄ A′ = X) ˅ ([A′OA] ˄ [OA′X]) ˅ ([A′OA] ˄ [OXA′])  

[XOA] ˅ [XOA] ˅ [XOA]      

  R1     S2  ←  X Є S2   

    .∙ .S2 = R1  

 

**H . W** 

 FDعلى المستقيم  Eفأنه توجد نقطة مث   [BCD]و  [AFB]( برهن أنه إذا كان 1

 [AEC]بحيث أن 



 ليست على استقامة واحدة(  C , B , A)حيث النقاط    

استقامة واحدة و ثلاث نقاط مختلفة وليست على   C , B ,A( برهن أنه إذا كانت 2

E , D نقطتان بحيث 

   [AFB]بحيث  DEعلى المستقيم  Fفأنه توجد نقطة   [CEA]و [BCD]أن     

, فأنه قطعة المستقيم  [BFC]و  [AEC]و  [ADB], إذا كان  ABC( في المثلث 3

AF  تقطع قطعة 

  DEالمستقيم     

 CDقطعة المستقيم  فأنه [BEC]و  [ADB], إذا كان  ABC( برهن أنه في المثلث 4

 تقطع قطعة 

  AEالمستقيم     

 

 


