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101س   1/انرفاػم ٔانركايم   

 

  (Functions) انذٔال: انفظم الأل

 انٗ 𝑋 يٍ function (ذطثٛك) تأَٓا دانح 𝑌 انٗ 𝑋 يٍ 𝑓ٚمال نهعلالح .  يعًٕعح غٛش خانٛح𝑋 ٔ 𝑌  نركٍ كم يٍ : تعريف   

𝑌 ارا كاٌ نكم 𝑥 ∈ 𝑋 ٕٚظذ عُظش ٔحٛذ 𝑦 ∈ 𝑌 ٚحمك 𝑦 = 𝑓(𝑥) . حٛس ذغًٗ انًعًٕعح𝑋 تًعال انذانح  domain 

  فٛعشف تانشكم range تانًعال انًماتم ايا يذٖ انذانح 𝑌ٔانًعًٕعح 

𝑅𝑓 = {𝑦 ∈ 𝑌: 𝑦 = 𝑓 𝑥 ,   𝑥 ∈ 𝑋  نثعغ}  

 :يلاحظاخ

 .𝑦 شى َعذ لٛى 𝑦 تذلانح 𝑥لاٚعاد انًذٖ َكرة  .1

 :نشعى انذانح ذٕظذ عذج ؽشق يُٓا .2

,𝑥) فُحظم عهٗ انُماؽ 𝑥 ترحذٚذ تعغ لٛى  𝑦 َعذ تعغ لٛى  (1) 𝑦)  ٍٛشى َحذد رنك عهٗ انٕسلح انثٛاَٛح َٔظم ت 

 .ذهك انُماؽ فٛرحذد سعى انذانح ٔذكٌٕ دلح انشعى تكصشج ذهك انُماؽ

 : ٔيٍ ْزِ انذٔال ( ادَا2ِ ٔ 1كًا فٙ الايصهح ) َعرًذ عهٗ تعغ انذٔال انخاطح فٙ سعى انذانح انًعطاج  (2)
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 :ًٚكٍ اٚعاد يعال ٔيذٖ انذانح يٍ يعشفح سعًٓا كالاذٙ (3)

 انرٙ ذًش تٓا انًغطشج 𝑥  َٔحشكٓا ًُٚٛا ٔشًالا فُماؽ  𝑥لاٚعاد انًعال َؼع انًغطشج عًٕدٚح عهٗ انًحٕس  (4)

 .ْٔٙ ذمطع يُحُٙ انذانح عركٌٕ ػًٍ انًعال ٔتخلافح لاذمع ػًُّ

 انرٙ ذًش تٓا انًغطشج 𝑦 َٔحشكٓا نلاعهٗ ٔالاعفم فُماؽ 𝑦لاٚعاد انًذٖ َؼع انًغطشج عًٕدٚح عهٗ انًحٕس  (5)

 .ْٔٙ ذمطع يُحُٙ انذانح ذكٌٕ ػًٍ انًذٖ ٔتخلافّ لاذمع ػًُّ

 : ايثهح

=𝑓(x)ظذ انًعال ٔانًذٖ نهذانح     .1
1

𝑥+1
    شى اسعًٓا؟

 انرٙ ذععم انًماو طفشا ْٔٙ  𝑥تًا اٌ انذانح كغشٚح َعذ لٛى 

𝑥 = 𝐷f       فٛكٌٕ انًعال  1− = ℝ/{−1}. 

𝑥  فٛكٌٕ     𝑦 تلانح 𝑥ٔلاٚعاد انًذٖ  َؼع  =
1

𝑦
− 1   

𝑅𝑓ا٘ اٌ        = ℝ/{0}.  

 

= 𝑓 𝑥ٔنشعى انذانح اعلاِ َلاحع اٌ انذانح يشاتٓح نهذانح  
1

𝑥
 ياعذا 

𝑥انًحار٘ تذلا يٍ  = 𝑥 اطثح 0 =   ٔتزنك ٚكٌٕ  سعى انذانح 1−

 تانشكم

 

= 𝑓 𝑥ظذ انًعال ٔانًذٖ نهذانح   .2
1

𝑥
+   شى اسعًٓا؟  2

𝐷fيعال انذانح ْٕ       = ℝ/ 0    

𝑅𝑓ايا انًذٖ فٕٓ         = ℝ/{2} . 

 

= 𝑓 𝑥نشعى انذانح اعلاِ َلاحع اٌ انذانح يشاتٓح نهذانح  
1

𝑥
 

𝑦ياعذا انًحار٘ تذلا يٍ   = 𝑦   اطثح   0 = 2    

 فٛكٌٕ سعى انذانح تانشكم

  

= 𝑓 𝑥ظذ انًعال ٔانًذٖ نهذانح   .3  
𝑥

𝑥+1
  ؟

تًا اٌ انذانح كغشٚح ٔظزسٚح فُرثع خؾ الاعذاد نًعشفح يعال انذانح 

 :ٔتانشكم انرانٙ

𝐷𝑓       فٛكٌٕ انًعال ْٕ =  −∞,−1 ∪ [0,∞) =

ℝ/[−1,0). 

𝑦               ايا انًذٖ فُعذِ تانشكم =  
𝑥

𝑥+1
  ⟹  𝑥 =

𝑦2

1−𝑦2
 

𝑅𝑓         ا٘ اٌ  = {𝑦 ∈ ℝ: 𝑦 ≥ 0, 𝑦 ≠ 1} 

 

 



علاء عايش.                                                 د101يحاػشاخ انًمشس س  2015 
 

3 
 

 Absolute Value function: دانح انقيًح انًطهقح

 :دانح انمًٛح انًطهمح ذعشف تانشكم

 𝑥 =  
𝑥,          𝑥 ≥ 0
−𝑥,        𝑥 < 0

   

 

𝐷𝑓يعال انذانح اعلاِ ْٕ   = ℝ   

 
  :ايا انًذٖ فُعذِ تانشكم

𝑦عُذيا   .1 = 𝑥 ٌفأ 𝑥 ≥ 𝑦 ا٘ اٌ  0 ≥ 0 

𝑦عُذيا   .2 = −𝑥  ٌفأ 𝑥 <   ا٘ ا0ٌ

 – 𝑦 = 𝑥 < 𝑦    فٓزا ٚعُٙ       0 > 0 

 

𝑅𝑓فٛكٌٕ انًذٖ    =  0,∞ ∪  0,∞ = [0,∞) 

 

 ايا سعى دانح انمًٛح انطهمح فٛكٌٕ تانشكم

 

 Signum function: دانح الاشارج

  ذعشف دانح الاشاسج تانشكم

𝑠𝑔𝑛 𝑥 =  
1,              𝑥 > 0
0,               𝑥 = 0
−1,            𝑥 < 0

      

 

𝐷𝑓حٛس اٌ    = ℝ    ٔ  𝑅𝑓 = {−1,0,1}  

          ايا سعى انذانح فٛكٌٕ تانشكم

  
 Greatest Integer function  :دانح انصحيح الاعظى

 :ذعشف دانح انظحٛح الاعظى تانشكم

𝑓 𝑥 =  𝑥 =

 
  
 

  
 

⋮                                         
2,                     2 ≤ 𝑥 < 3
1,                    1 ≤ 𝑥 < 2
0,                     0 ≤ 𝑥 < 1
−1,                − 1 ≤ 𝑥 < 0
−2,              − 2 ≤ 𝑥 < −1
⋮                                         
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 حٛس اٌ

𝐷𝑓 = ⋯∪  −2,−1 ∪  −1,0 ∪  0,1   1,2 ∪ … 

             = ℝ 
  

      ٔ 𝑅𝑓 = ℤ   

 

 :ٔاٌ سعى انذانح ٚكٌٕ تانشكم

 

 
= 2 :  يلاحظح 2,          2.5 = 2,            −2 = −2,             −2.5 = −3 

 

 Trigonometric functions: انذٔال انًصهصٛح

 Sine function: اندانح انجية

 

𝑠𝑖𝑛 𝑥 =
انًماتلانٕذش

 

 

𝐷𝑠𝑖𝑛 = ℝ,          𝑅𝑠𝑖𝑛 = [−1, 1] 
 

 

 :ايا سعى دانح انعٛة تانشكم. ℝانذانح يغرًشج عهٗ  
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 Cosine function : اندانح انجية انتًاو

 

𝑐𝑜𝑠 𝑥 =
انًعأسانٕذش

 

 

𝐷𝑐𝑜𝑠 = ℝ,          𝑅𝑐𝑜𝑠 = [−1, 1] 
 

 

 
 

 

 Tangent function : دانح انظم

 

𝑡𝑎𝑛 𝑥 =
انًماتلانًعأس

=
𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥)

𝑐𝑜𝑠⁡(𝑥)
 

 

𝐷𝑡𝑎𝑛 = ℝ/   2𝑛 + 1 
𝜋

2
: 𝑛 ∈ ℤ ,       

 𝑅𝑡𝑎𝑛 = ℝ     
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 Cotangent function : دانح انظم انتًاو

 

𝑐𝑜𝑡 𝑥 =
انًعأسانًماتم

=
𝑐𝑜𝑠⁡(𝑥)

𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥)
 

 

𝐷𝑐𝑜𝑡 = ℝ/ 𝑛𝜋: 𝑛 ∈ ℤ ,          
 𝑅𝑐𝑜𝑡 = ℝ 

 

 

 
 

 

 Secant function : دانح انقاطع

 

𝑠𝑒𝑐 𝑥 =
1

𝑐𝑜𝑠⁡(𝑥)
 

 

𝐷𝑠𝑒𝑐 = ℝ/   2𝑛 + 1 
𝜋

2
: 𝑛 ∈ ℤ ,           

𝑅𝑠𝑒𝑐 =  −∞,−1 ∪ [1,∞) 
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 Cosecant function : دانح انقاطع انتًاو

 

 

𝑐𝑠𝑐 𝑥 =
1

𝑠𝑖𝑛(𝑥)
 

 

𝐷𝑐𝑠𝑐 = ℝ/ 𝑛𝜋: 𝑛 ∈ ℤ ,           
𝑅𝑐𝑠𝑐 =  −∞,−1 ∪ [1,∞) 

 

 

 
 

 :ايثهح

= 𝑓 𝑥اسعى انذانح انرانٛح يثُٛا يعانٓا ٔيذاْا         .1  𝑠𝑔𝑛(𝑥) 

 :   انحم      

𝑠𝑔𝑛 𝑥 =  
1,              𝑥 > 0
0,               𝑥 = 0
−1,            𝑥 < 0

   

𝑓 𝑥 =  𝑠𝑔𝑛(𝑥) =  

 1,                                𝑥 > 0

 0 ,                               𝑥 = 0

𝑥        ًٚٓم                ,1−  < 0   

  =  
1,                𝑥 > 0
0,                𝑥 = 0

   

𝐷𝑓فٛكٌٕ    = [0,∞)    ٔ  𝑅𝑓 = {0,1}  

 

      :ايا سعى انذانح فٛكٌٕ تانشكم
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= 𝑓 𝑥اسعى انذانح انرانٛح يثُٛا يعانٓا ٔيذاْا    .2 𝑠𝑔𝑛 𝑥 + [𝑥] 

 َعشف كم يٍ دانح الاشاسج ٔدانح انظحٛح الاعظى: انجىاب

𝑠𝑔𝑛 𝑥 =  
1,          𝑥 > 0
0,          𝑥 = 0
−1,       𝑥 < 0

 ,             𝑥 =

 
  
 

  
 

⋮                                         
2,                     2 ≤ 𝑥 < 3
1,                    1 ≤ 𝑥 < 2
0,                     0 ≤ 𝑥 < 1
−1,                − 1 ≤ 𝑥 < 0
−2,              − 2 ≤ 𝑥 < −1
⋮                                         

  

  شى َصثد يعال انذانرٍٛ ٔتانشكم…,x ْٙٔ ...,-2,-1,0,1,2الاٌ َشعى خؾ الاعذاد َٔصثد عهّٛ انُماؽ انًًٛضج انٗ 

 

 :فٛكٌٕ يعال انذانح انشئٛغٛح ْٕ انرماؽعاخ تٍٛ انًعانٍٛ ٔيُٓا َحظم عهٗ ذعشٚف انذانح انشئٛغٛح ٔتانشكم

 

𝑠𝑔𝑛 𝑥 +  𝑥 =

 
  
 

  
 

⋮                                              
1 + 1,                         1 < 𝑥 ≤ 2
1 + 0,                         0 < 𝑥 ≤ 1
0 + 0,                                 𝑥 = 0

−1 +  −1 ,               − 1 ≤ 𝑥 < 0
−1 +  −2 ,           − 2 ≤ 𝑥 < −1

⋮                                            

  

              =

 
  
 

  
 
⋮                                              
2,                         1 < 𝑥 ≤ 2
1,                         0 < 𝑥 ≤ 1
0,                                 𝑥 = 0
−2,               − 1 ≤ 𝑥 < 0
−3,           − 2 ≤ 𝑥 < −1
⋮                                            

  

𝐷𝑓عُذئز    = ℤ/{−1}  ٔ     𝑅𝑓 = ℝ ايا سعى انذانح فٛكٌٕ تانشكم   
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= 𝑓 𝑥اسعى انذانح   .3 sin⁡( 𝑥 )يثُٛا يعانٓا ٔيذاْا  

نشعى انذانح اعلاِ َعشف ألا دانح انمًٛح انًطهمح شى 

 :َذخم عهٛٓا دانح انعٛة ٔتانشكم انرانٙ

 

 𝑥 =  
𝑥,           𝑥 ≥ 0
−𝑥,        𝑥 < 0

  

⟹ sin⁡( 𝑥 ) =  
sin⁡(𝑥),           𝑥 ≥ 0
sin⁡(−𝑥),        𝑥 < 0

  

⟹ sin⁡( 𝑥 ) =  
sin⁡(𝑥),           𝑥 ≥ 0

−sin⁡(𝑥),        𝑥 < 0
  

 

فٛكٌٕ سعى انذانح اعلاِ يعرًذ عهٗ سعى دانح انعٛة 

 :ٔتانشكم

 
 

 

= 𝑓 𝑥اسعى انذانح     .4  sin⁡(𝑥) يثُٛا يعانٓا ٔيذاْا    

 sin⁡(𝑥) =  
sin 𝑥 ,            sin⁡(𝑥) ≥ 0

− sin 𝑥 ,        sin⁡(𝑥) < 0
  

 sin⁡(𝑥) =  
sin 𝑥 ,            x ∈ ⋯∪  −2π,−π ∪  0, π ∪  2π, 3π ∪ …
−sin 𝑥 ,        x ∈ ⋯∪ (−π, 0) ∪  π, 2π ∪  3π, 4π …

  

 
𝐷𝑓ٔاػح اٌ      = ℝ,               𝑅𝑓 =  0, 1     
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 :تًاريٍ

 :اسعى كم يٍ انذٔال انرانٛح يثُٛا يعانٓا ٔيذاْا (1

3. 𝑓 𝑥 = 𝑥 + 𝑠𝑔𝑛(−𝑥) 2. 𝑓 𝑥 =   𝑥2 − 5𝑥 + 6  1. 𝑓 𝑥 =  𝑠𝑔𝑛 𝑥   

6. 𝑓 𝑥 =  𝑠𝑔𝑛(𝑥 − 2) 5. 𝑓 𝑥 =  𝑥 𝑠𝑔𝑛( 𝑥) 4. 𝑓 𝑥 = 𝑥 −  𝑥  

9. 𝑓 𝑥 = 𝑠𝑔𝑛 𝑥2 + 4  
8. 𝑓 𝑥 =

𝑠𝑔𝑛(𝑥 + 1)

𝑥
 

7. 𝑓 𝑥 =  𝑥 + 1 +  𝑥  

12. 𝑓 𝑥 = 𝑥2. 𝑠𝑔𝑛(𝑥) 11. 𝑓 𝑥 = 𝑥 𝑥  10. 𝑓 𝑥 =  [𝑥 + 1 − 2 

 

= 𝑓 𝑥    ارا كاٌ يعال انذانح 𝑎 ٔ 𝑏ظذ لًٛح كم يٍ  (2
𝑥−1

𝑥2+𝑎𝑥+𝑏
  ْٕ    ℝ/{−1, 2}   

 

 

 :انعلاقاخ انًثهثيح

1. 𝑠𝑖𝑛2 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 = 1,         𝑠𝑒𝑐2 𝑥 − 𝑡𝑎𝑛2 𝑥 = 1,       𝑐𝑠𝑐2 𝑥 − 𝑐𝑜𝑡2 𝑥 = 1   

2. 𝑐𝑜𝑠 −𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ,                𝑠𝑖𝑛 −𝑥 = −𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥) 

3. 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ± 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑐𝑜 𝑠 𝑦 ∓ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑠𝑖 𝑛 𝑦 ,    

𝑠𝑖𝑛 𝑥 ± 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑠⁡(𝑦) ± 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑠𝑖𝑛⁡(𝑦) 

𝑡𝑎𝑛 𝑥 ± 𝑦 =
𝑡𝑎𝑛 ⁡(𝑥)±𝑡𝑎𝑛 ⁡(𝑦)

1∓𝑡𝑎𝑛  𝑥 𝑡𝑎𝑛 ⁡(𝑦))
                  𝑐𝑜𝑡 𝑥 ± 𝑦 =

𝑐𝑜𝑡  𝑥 𝑐𝑜𝑡⁡(𝑦)∓1

𝑐𝑜𝑡  𝑦 ∓𝑐𝑜𝑡⁡(𝑥)
 

4. 𝑠𝑖𝑛 2𝑥 = 2 𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ,                   𝑐𝑜𝑠 2𝑥 = 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2(𝑥)  

5. 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 =
1

2
(1 + 𝑐𝑜𝑠 2𝑥) ,                   𝑠𝑖𝑛2 𝑥 =

1

2
(1 − 𝑐𝑜𝑠 2𝑥 )  

6. 𝑠𝑖𝑛 𝑎𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑏𝑥 =
1

2
[𝑠𝑖𝑛( 𝑎 − 𝑏 𝑥) + 𝑠𝑖𝑛( 𝑎 + 𝑏 𝑥)] 

𝑠𝑖𝑛 𝑎𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑏𝑥 =
1

2
 𝑐𝑜𝑠( 𝑎 − 𝑏 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠( 𝑎 + 𝑏 𝑥)]  

𝑐𝑜𝑠 𝑎𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑏𝑥 =
1

2
[𝑐𝑜𝑠( 𝑎 − 𝑏 𝑥) + 𝑐𝑜𝑠( 𝑎 + 𝑏 𝑥)]   

 

 

 

 



علاء عايش.                                                 د101يحاػشاخ انًمشس س  2015 
 

11 
 

  (Limits) انغاٚاخ: انفظم انصاَٙ

:تعريف  

( limit) ٚغًٗ غاٚح 𝐿1 يٍ ظٓح انًٍٛٛ فأٌ 𝑎 ذمرشب يٍ 𝑥  عُذيا   𝐿1  ذمرشب يٍ انعذد   𝑓(𝑥)ارا كاَد لًٛح  .1

+lim𝑥→𝑎 يٍ ظٓح انًٍٛٛ ٔذكرة   𝑎 ذمرشب يٍ 𝑥 عُذيا 𝑓انذانح  𝑓(𝑥). 

( limit) ٚغًٗ غاٚح 𝐿2 يٍ ظٓح انٛغاس فأٌ 𝑎 ذمرشب يٍ 𝑥  عُذيا   𝐿2  ذمرشب يٍ انعذد   𝑓(𝑥)ارا كاَد لًٛح  .2

−lim𝑥→𝑎 يٍ ظٓح انٛغاس ٔذكرة   𝑎 ذمرشب يٍ 𝑥 عُذيا 𝑓انذانح  𝑓(𝑥). 

+lim𝑥→𝑎ارا كاٌ    .3 𝑓(𝑥) = 𝐿 = lim𝑥→𝑎− 𝑓(𝑥) ٌفأ 𝐿  ذغًٗ غاٚح انذانح 𝑓 عُذيا 𝑥 ٍذمرشب ي 𝑎 

 : يلاحظح

 يٍ احذ انعٓرٍٛ ٚعة اٌ ذكٌٕ انذانح يعشفح عُذ ذهك انعٓح ٔلاٚشرشؽ 𝑎 يٍ 𝑥 غاٚح عُذيا ذمرشب 𝑓نكٙ ذكٌٕ نهذانح   .1

 .𝑎اٌ ذكٌٕ يعشفح عُذ 

 فٕٓ الشب +𝑎 يٍ ظٓح انٛغاس  ٔكزنك تانُغثح نهشيض 𝑎  ْٕٔ الشب عذد حمٛمٙ انٗ 𝑎 ٚعُٙ ٚغاس انعذد   −𝑎انشيض   .2

 يٍ انٛغاس أ انًٍٛٛ فأَّ ٕٚظذ عذد الشب يٍ 𝑎عهًا اَّ كهًا ٔظذَا عذد لشٚة يٍ .  يٍ ظٓح ان𝑎ًٍٛٛعذد حمٛمٙ انٗ 

+2رنك يصلا   ≠ +2 كزنك 2.1 ≠ … كزنك 2.001   2+ ≠ 2.000001 

3.   𝑎− ≠ −𝑎  ٔ  𝑎+ ≠ +𝑎 

أ ظزسٚح أ كغشٚح نكٍ داخم انعزس دائًا نٛظ عانة أ )ارا كاَد انذانح انًشاد اخز انغاٚح نٓا نٛغد كغشٚح ٔلاظزسٚح  .4

عٕاء يٍ ) 𝑥ٔنٛغد دانرٙ الاشاسج أ انظحٛح الاعظى فعُذ انرعٕٚغ انًثاشش تمًٛح  (يماو انكغش دائًا نٛظ طفشا

 .ٔنى ذحذز يشكهح عُذئز لًٛح انغاٚح ْٙ لًٛح انرعٕٚغ انًثاشش (ظٓح انٛغاس أ انًٍٛٛ

كأٌ ذكٌٕ )ارا حذشد يشكهح عُذ انرعٕٚغ انًثاشش  .5
0

0
 .كأٌ َحهم َٔخرظش( لذس الايكاٌ)فُحأل انرخهض يُٓا  ( 

 :خٕاص انغاٚاخ .6

(1)   lim𝑥→𝑎 𝑐 = 𝑐  نكم شاتد   𝑐. 

(2)     lim𝑥→𝑎 𝑓 𝑥 ± 𝑔 𝑥  = lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥) ± lim𝑥→𝑎 𝑔(𝑥)  

(3)      lim𝑥→𝑎 𝑓 𝑥 . 𝑔 𝑥  = lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥) . lim𝑥→𝑎 𝑔(𝑥)  

(4) lim𝑥→𝑎 𝑓 𝑥 /𝑔 𝑥  = lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥) / lim𝑥→𝑎 𝑔 𝑥    تششؽ lim𝑥→𝑎 𝑔(𝑥) ≠ 0  

(5)                  𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = 0,                𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 1,  

  𝑙𝑖𝑚𝑥→0
𝑠𝑖𝑛  𝑥 

𝑥
= 1,                  𝑙𝑖𝑚𝑥→0

1−𝑐𝑜𝑠⁡(𝑥)

𝑥
= 0,                                  

 :ايثهح

𝑥انغاٚح نهذانح انًشعٕيح ادَاِ عُذ انُمطرٍٛ   (اٌ ٔظذخ)ظذ  .1 = 0, 3 
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lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 1 ,      lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = −1 

تًا اٌ غاٚح انًٍٛ لاذغأ٘ غاٚح انٛغاس فعهّٛ لاذٕظذ 

𝑥غاٚح نهذانح اعلاِ عُذ   = 0.    

 

𝑥ايا تانُغثح نهُمطح   =  لاٌ   1.5 فانغاٚح ذغٕ٘  3

lim𝑥→3+ 𝑓(𝑥) = 1.5 = lim𝑥→3− 𝑓(𝑥) 

 
 

lim𝑥→1   (اٌ ٔظذخ)احغة انغاٚح  .2
𝑥2−1

𝑥−1
 

lim𝑥→1
𝑥2−1

𝑥−1
= lim𝑥→1

 𝑥−1  𝑥+1 

𝑥−1
  

                       = lim𝑥→1 𝑥 + 1 = 1 + 1 = 2  

lim𝑥→0    (اٌ ٔظذخ)احغة انغاٚح  .3
 𝑥 

𝑥
 

 يٍ ذعشٚف انمًٛح انًطهمح  َحظم عهٗ

𝑙𝑖𝑚𝑥→0+ 𝑥 = 𝑥    ٔ    𝑙𝑖𝑚𝑥→0− 𝑥 = −𝑥 

+𝑙𝑖𝑚𝑥→0ٔعهّٛ ٚكٌٕ             
 𝑥 

𝑥
=

𝑥

𝑥
= 1              𝑙𝑖𝑚𝑥→0−

 𝑥 

𝑥
=

−𝑥

𝑥
= −1         

𝑥ا٘ اٌ غاٚح انًٍٛٛ ٔانٛغاس نهذانح اعلاِ عُذ   =  يٕظٕدذٍٛ نكٍ غٛش يرغأٚرٍٛ ٔتانرانٙ انغاٚح اعلاِ غٛش 0

 .يٕظٕدج

𝑙𝑖𝑚𝑥→1   (اٌ ٔظذخ)احغة انغاٚح  .4 𝑠𝑔𝑛(𝑥 − 1) 

+1)تًا اٌ لًٛح انًمذاس   − −1) كًٛح يٕظثح ٔانًمذاس  (1 −   فأٌ    𝑠𝑔𝑛 𝑥  كًٛح عانثح ٔيٍ ذعشٚف انذانح  (1

𝑙𝑖𝑚𝑥→1+ 𝑠𝑔𝑛 𝑥 − 1 = 1   ٔ    𝑙𝑖𝑚𝑥→1− 𝑠𝑔𝑛 𝑥 − 1 = −1 

 lim𝑥→2[𝑥]   (اٌ ٔظذخ)احغة انغاٚح  .5

= lim𝑥→2+ 𝑥يٍ ذعشٚف دانح انظحٛح الاعظى َلاحع اٌ    = lim𝑥→2− 𝑥 نكٍ 2 1 

 فعهّٛ انغاٚح اعلاِ غٛش يٕظٕدج

 lim𝑥→2.5[𝑥]  (اٌ ٔظذخ)احغة انغاٚح  .6

= lim𝑥→2.5− 𝑥 يٍ ذعشٚف دانح انظحٛح الاعظى َلاحع اٌ     2 = lim𝑥→2.5+ 𝑥  

 .2 ٔلًٛرٓا  فعهّٛ انغاٚح اعلاِ يٕظٕدج

𝑙𝑖𝑚𝑥→2.3[𝑥  (اٌ ٔظذخ)احغة انغاٚح  .7 + 0.7] 

 َلاحع يٍ ذعشٚف دانح انظحٛح الاعظى

                  𝑙𝑖𝑚𝑥→2.3+ 𝑥 + 0.7 =  2.3+ + 0.7 =  3+ = 3   

𝑙𝑖𝑚𝑥→2.3− 𝑥         ٔكزنك            + 0.7 =  2.3− + 0.7 =  3− = 2 

  .          ٔعهّٛ انغاٚح اعلاِ غٛش يٕظٕدج
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8.                                                              𝑙𝑖𝑚𝑥→𝜋 𝑐𝑜𝑠  
𝑥2

𝜋+𝑥
 = 𝑐𝑜𝑠  

𝜋2

𝜋+𝜋
 = 𝑐𝑜𝑠  

𝜋

2
 = 0 

9.                                                                             𝑙𝑖𝑚𝑥→0
𝑠𝑖𝑛⁡(3𝑥)

4𝑥
=

3

4
𝑙𝑖𝑚𝑥→0

𝑠𝑖𝑛⁡(3𝑥)

3𝑥
=

3

4
 

10.              𝑙𝑖𝑚𝑥→0
𝑥

sin  2𝑥 
= 𝑙𝑖𝑚𝑥→0

𝑥

sin  2𝑥 
.

1

2𝑥
1

2𝑥

= 𝑙𝑖𝑚𝑥→0

1

2
sin  2𝑥 

2𝑥

  =
𝑙𝑖𝑚 𝑥→0

1

2

𝑙𝑖𝑚 𝑥→0
𝑠𝑖𝑛 ⁡(2𝑥)

2𝑥

=
1

2
     

11.                                                                  𝑙𝑖𝑚𝑥→0
𝑡𝑎𝑛  3𝑥 

𝑠𝑖𝑛  5𝑥 
= 𝑙𝑖𝑚𝑥→0

𝑠𝑖𝑛  3𝑥 

𝑐𝑜𝑠  3𝑥 
.

1

𝑠𝑖𝑛  5𝑥 
 

       = 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑠𝑖𝑛 3𝑥 . 𝑙𝑖𝑚𝑥→0
1

𝑠𝑖𝑛  5𝑥 
𝑙𝑖𝑚𝑥→0

1

𝑐𝑜𝑠  3𝑥 
                               

                            = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 3𝑥 .
3𝑥

3𝑥
. 𝑙𝑖𝑚𝑥→0

1

𝑠𝑖𝑛⁡(5𝑥)
.

5𝑥

5𝑥
. 𝑙𝑖𝑚𝑥→0

1

𝑐𝑜𝑠⁡(3𝑥)
   

                                        =
3

5
𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛⁡(3𝑥)

3𝑥
. 𝑙𝑖𝑚𝑥→0

5𝑥

𝑠𝑖𝑛⁡(5𝑥)
. 𝑙𝑖𝑚𝑥→0

1

𝑐𝑜𝑠⁡(3𝑥)
 =

3

5
  

12.                                                        𝑙𝑖𝑚𝑥→0 
1−𝑐𝑜𝑠  𝑥 

𝑥2
= 𝑙𝑖𝑚𝑥→0

1−𝑐𝑜𝑠  𝑥 

𝑥2
.

1+𝑐𝑜𝑠  𝑥 

1+𝑐𝑜𝑠  𝑥 
 

                              = 𝑙𝑖𝑚𝑥→0
1−𝑐𝑜 𝑠2 𝑥 

𝑥2
. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

1

 1+𝑐𝑜𝑠  𝑥  
  

         = 𝑙𝑖𝑚𝑥→0
𝑠𝑖𝑛2 𝑥 

𝑥2
. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

1

 1+𝑐𝑜𝑠  𝑥  
 = (𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑠𝑖𝑛  𝑥 

𝑥
)2 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1

 1+𝑐𝑜𝑠  𝑥  
=  1  

1

1+1
 =

1

2
  

13.                                                                                                 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ 𝑥 𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
   

𝑢َفشع   =
1

𝑥
𝑥  ٔعهّٛ عُذيا    ⟶ 𝑢  فأٌ  ∞ ⟶ 0 

⟹ 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ 𝑥 𝑡𝑎𝑛  
1

𝑥
 = 𝑙𝑖𝑚𝑢→0

1

𝑢
𝑡𝑎𝑛 𝑢 = 𝑙𝑖𝑚𝑢→0

sin  𝑢 

𝑢
.

1

cos  𝑢 
 =  1  1 = 1   

 

 

 

 :انغايح انلاَهائيح

  𝑎 يٍ  انعذد  𝑥 ذضداد تالاذعاِ انًٕظة تذٌٔ اٌ ذرٕلف عُذ عذد يعٍٛ عُذيا ذمرشب   𝑓  𝑓 𝑥ارا كاَد لًٛح انذانح   .1

 ٔذكرة  𝑎 ذمرشب يٍ 𝑥 ذمرشب يٍ انلآَاٚح انًٕظثح عُذيا  𝑓يٍ كلا الاذعاٍْٛ فٛمال اٌ انذانح  

𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑎+ 𝑓 𝑥 = +∞ = 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑎− 𝑓 𝑥    ٌا٘ ا  𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑎 𝑓 𝑥 = +∞. 

  𝑎 يٍ  انعذد  𝑥 ذضداد تالاذعاِ انغانة تذٌٔ اٌ ذرٕلف عُذ عذد يعٍٛ عُذيا ذمرشب   𝑓  𝑓 𝑥ارا كاَد لًٛح انذانح   .2

+𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑎 ٔذكرة  𝑎 ذمرشب يٍ 𝑥 ذمرشب يٍ انلآَاٚح انغانثح عُذيا  𝑓يٍ كلا الاذعاٍْٛ فٛمال اٌ انذانح   𝑓 𝑥 =

−∞=𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑎−𝑓𝑥   ٌا٘ ا  𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑎𝑓𝑥=−∞. 
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 :يلاحظاخ

 نٛظ عذدا حمٛمٛا ٔنكُّ ٚشٛش انٗ عذد حمٛمٙ كثٛش ظذا ظذا تالاذعاِ انًٕظة كزنك تانُغثح نهشيض (∞+)انشيض  .1

 .نٛظ عذدا حمٛمٛا ٔنكُّ ٚشٛش انٗ عذد حمٛمٙ كثٛش ظذا ظذا تالاذعاِ انغانة(∞−)

 تمٙ ∞ارا كاَد َرٛعح انرعٕٚغ انًثاشش ْٙ عذد َغثٙ تغطّ عذد حمٛمٙ ٔيمايّ طفشا عُذئز ذكٌٕ لًٛح انغاٚح ْٙ  .2

 .(∞−) أ عانثح (∞+)اٌ َثحس آَا يٕظثح 

,∞.0كم يٍ انظٛغ  .3 ∞ −∞,
∞

∞
,   

0

0
, 00,   ∞0 , تًُٛا فٙ انذٔال ذغًٗ ) غٛش يحذدج فٙ انغاٚاخ ذغًٗ ∞1

 .فُحأل ذغٛٛشْا لاٚعاد لًٛح انغاٚح (غٛش يعشفح

∞+            ٚكٌٕ 𝑐لا٘ شاتد  .4 ± 𝑐 = +∞,                     − ∞ ± 𝑐 = −∞ 

𝑐لا٘ شاتد   .5 > .∞± ٚكٌٕ   0 𝑐 = ±∞. 

𝑐لا٘ شاتد   < .∞± ٚكٌٕ    0 𝑐 = ∓∞. 

6.  ∓∞ .  ∓∞ = +∞                             ٔ ∓∞ .  ±∞ = −∞               

0عُذيا   .7 < 𝑐 < ∞+𝑐    فأٌ  1 = 0      ٔ    𝑐−∞ = +∞ 

𝑐عُذيا   .8 > ∞+𝑐فأٌ           1 = +∞ ٔ           𝑐−∞ = 0 

  ٚكٌٕ  𝑐لا٘ شاتد   .9
𝑐

+∞
= 0 =

𝑐

−∞
 

 

 : ايثهح

+lim𝑥→0كم يٍ انغاٚرٍٛ    (اٌ ٔظذخ)احغة  .1
1

𝑥
   ٔ  lim𝑥→0−

1

𝑥
 

 :ًٚكٍ اٚعاد لًٛح انغاٚرٍٛ اعلاِ تعذج ؽشق يُٓا

(1)   

َلاحع يٍ سعى انذانح  
1

𝑥
  ذمرشب ظذا ظذا  𝑥  اٌ لًٛح انذانح عُذيا لًٛح   

   𝑥 ٔ ايا لًٛح انذانح عُذيا لًٛح  ∞+يٍ انظفش يٍ ظٓح انًٍٛٛ ْٙ  

 .∞−ذمرشب ظذا ظذا يٍ انظفش يٍ ظٓح انٛغاس ْٙ  

 

 

 
 

 لًٛح انذانح   (2)
1

𝑥
 اطغش  𝑥 عُذيا ذكٌٕ  (∞+) انًٕظثح ٔتانرانٙ ذكٌٕ اكثش يا ٚكٌٕ 𝑥  ذضداد كهًا طغشخ لًٛح  

 تًُٛا لًٛح انذانح  +0يا ٚكٌٕ تالاذعاِ انًٕظة 
1

𝑥
 انغانثح ٔتانرانٙ ذكٌٕ اطغش يا 𝑥  ذظغش كهًا طغشخ لًٛح  

 .−0 اكثش يا ٚكٌٕ تالاذعاِ انغانة  𝑥 عُذيا ذكٌٕ  (∞−)ٚكٌٕ 
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𝑙𝑖𝑚𝑥→2انغاٚح    (اٌ ٔظذخ)احغة  .2
𝑥2−4𝑥+3

𝑥2−3𝑥+2
 

َلاحع اَّ عُذ انرعٕٚغ انًثاشش ذكٌٕ انُرٛعح  
−1

0
 ٔعُثحس غاٚح انًٍٛٛ ∞ْٙ  (اٌ ٔظذخ) ٔعهّٛ ذكٌٕ َرٛعح انغاٚح 

   ∞ٔانٛغاس نًعشفح اشاسج 

𝑙𝑖𝑚𝑥→2+
𝑥2−4𝑥+3

𝑥2−3𝑥+2
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→2+

 𝑥−3  𝑥−1 

 𝑥−2  𝑥−1 
  

                                  = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2+

𝑥−3

𝑥−2
 =

−

+
= −∞  

𝑙𝑖𝑚𝑥→2−
𝑥2−4𝑥+3

𝑥2−3𝑥+2
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→2−

 𝑥−3  𝑥−1 

 𝑥−2  𝑥−1 
  

                                  = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2−

𝑥−3

𝑥−2
 =

−

−
= +∞  

 .تًا اٌ غاٚح انًٍٛٛ ٔانٛغاس غٛش يرغأٚرٍٛ فعهّٛ انغاٚح اعلاِ غٛش يٕظٕدج

𝑙𝑖𝑚𝑥→0انغاٚح    (اٌ ٔظذخ)احغة  .3
3

1
𝑥−3

3
1
𝑥+3

 

+𝑙𝑖𝑚𝑥→0تًا اٌ      
1

𝑥
= +∞   ٔ  𝑙𝑖𝑚𝑥→0−

1

𝑥
=    فعهّٛ َحظم عهٗ ∞−

𝑙𝑖𝑚𝑥→0−
3

1
𝑥−3

3
1
𝑥+3

=
3−∞−3

3−∞+3
=

0−3

0+3
= −1  

 

ايا عُذ انرعٕٚغ انًثاشش يٍ ظٓح انًٍٛٛ نهظفش فغرٌٕ انُرٛعح  
∞

∞
  ْٔٙ طٛغح غٛش يحذدج ٔنهرخهض يُٓا َؼشب 

انثغؾ ٔانًماو تانًمذاس انز٘ ٚغثة انًشكهح تعكظ اشاسج الاط ا٘ َؼشب تانًمذاس 
3
−

1
𝑥

3
−

1
𝑥

 : تانشكم انرانٙ

𝑙𝑖𝑚𝑥→0+
3

1
𝑥−3

3
1
𝑥+3

= 𝑙𝑖𝑚𝑥→0+
3

1
𝑥−3

3
1
𝑥+3

.
3
−

1
𝑥

3
−

1
𝑥

  = 𝑙𝑖𝑚𝑥→0+
1−3.3

−
1
𝑥

1+3.3
−

1
𝑥

 =
1−0

1+0
= 1  

 .          تًا غاٚح انًٍٛٛ ٔغاٚح انٛغاس غٛش يرغأٚرٍٛ فعهّٛ انغاٚح اعلاِ غٛش يٕظٕدج

4. 𝑙𝑖𝑚𝑥→0+
1

sin  𝑥 
= 𝑙𝑖𝑚𝑥→0+

1

sin  𝑥 
.

1

𝑥
1

𝑥

𝑙𝑖𝑚𝑥→0+

1

𝑥
sin  𝑥 

𝑥

 =
𝑙𝑖𝑚 𝑥→0

1

𝑥

𝑙𝑖𝑚 𝑥→0
sin  𝑥 

𝑥

= 𝑙𝑖𝑚𝑥→0+
1

𝑥
= +∞                                                                                        

5.               𝑙𝑖𝑚𝑥→0
sin  2𝑥 

𝑥2
= 𝑙𝑖𝑚𝑥→0

sin  2𝑥 

𝑥
.

1

𝑥
2 𝑙𝑖𝑚𝑥→0

sin  2𝑥 

2𝑥
. 𝑙𝑖𝑚𝑥→0

1

𝑥
= 2 𝑙𝑖𝑚𝑥→0

1

𝑥
      

𝑙𝑖𝑚𝑥→0تًا اٌ 
1

𝑥
𝑙𝑖𝑚𝑥→0 غٛش يٕظٕدج فعهّٛ  

𝑠𝑖𝑛⁡(2𝑥)

𝑥2
  غٛش يٕظٕدج

   ؽشٚمح اخشٖ نهحم

𝑙𝑖𝑚𝑥→0
sin  2𝑥 

𝑥2
= 𝑙𝑖𝑚𝑥→0

2 sin  𝑥 cos  𝑥 

𝑥2
 = 2 𝑙𝑖𝑚𝑥→0

sin  𝑥 

𝑥
. 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 cos 𝑥 . 𝑙𝑖𝑚𝑥→0

1

𝑥
              

                        = 𝑙𝑖𝑚𝑥→0
1

𝑥
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 انغايح عُد انلاَهايح

 عُذيا 𝑓 غاٚح انذانح  𝐿  تالاذعاِ انًٕظة فُمٕل اٌ   𝑥 عُذيا ذضداد  𝐿 يٍ انعذد   𝑓  𝑓 𝑥ارا الرشتد لًٛح انذانح   .1

∞→𝑙𝑖𝑚𝑥        ٔذكرة∞+ يٍ  𝑥ذمرشب   𝑓 𝑥 = 𝐿. 

 عُذيا 𝑓 غاٚح انذانح  𝐿  تالاذعاِ انغانة فُمٕل اٌ   𝑥 عُذيا ذضداد  𝐿 يٍ انعذد   𝑓  𝑓 𝑥ارا الرشتد لًٛح انذانح   .2

∞−→𝑙𝑖𝑚𝑥        ٔذكرة∞− يٍ  𝑥ذمرشب   𝑓 𝑥 = 𝐿. 

 : يلاحظاخ

 .لاٚعٕص يُالشح انغاٚح يٍ انًٍٛٛ ٔانٛغاس عُذ انلآَاٚح .1

ارا كاَد انذانح ْٙ دانح كغشٚح فٛٓا انثغؾ ٔانًماو تشكم يرعذداخ حذٔد ٔكاٌ َاذط انرعٕٚغ انًثاشش ْٕ احذ انظٛغ  .2

 . اكثش اط فٙ انذانح𝑛 حٛس  𝑥𝑛غٛش انًحذدج عُذئز َمغى كم يٍ انثغؾ ٔانًماو عهٗ 

 

 

 :ايثهح

∞→𝑙𝑖𝑚𝑥انغاٚرٍٛ   (اٌ ٔظذخ)احغة  .1
1

𝑥
  ٔ   𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞

1

𝑥
 

 :يٍ انًًكٍ اٚعاد انغاٚح اعلاِ تعذج ؽشق يُٓا

  عٕاءا تالاذعاِ انًٕظة أ انغانة فأٌ يُحُٙ انذانح عُٛطثك يع انًحٕس 𝑥 يٍ سعى انذانح َلاحع اَّ كهًا كثشخ   (1)

𝑥ا٘ اٌ     .   ا٘ اٌ لًٛح انذانح عركٌٕ طفش         𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞
1

𝑥
= 0 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞

1

𝑥
 

فأٌ لًٛح   (أ انغانة)  عٕاءا تالاذعاِ انًٕظة 𝑥 كهًا كثشخ   (2)
1

𝑥
يصلا   , انٗ اٌ ذظثح طفشا (أ ذكثش) عرظغش

1

1
>

1

2
>

1

3
> ⋯

1

10000
> ⋯ > −      ٔكزنك     0

1

1
< −

1

2
< −

1

3
< ⋯ < −

1

10000
… < 0 

∞−→𝑙𝑖𝑚𝑥                   ا٘ اٌ     
1

𝑥
= 0 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞

1

𝑥
 

∞→𝑙𝑖𝑚𝑥انغاٚح    (اٌ ٔظذخ)احغة  .2
2𝑥3+3

3𝑥2−2
 

َلاحع اٌ َاذط انرعٕٚغ انًثاشش نهغاٚح اعلاِ ْٕ احذ انظٛغ غٛش انًحذدج ْٔٙ 
∞

∞
 ٔتانرانٙ َمغى انثغؾ ٔانًماو 

  ٔتانشكم𝑥3تانًمذاس  

𝑙𝑖𝑚𝑥→∞
2𝑥3+3

3𝑥2−2
= 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞

2𝑥3+3

3𝑥2−2
.

1

𝑥3

1

𝑥3

  

                        = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞

2+
3

𝑥3

3−
2

𝑥3

  

                        =
2+0

3+0
=

2

3
  



علاء عايش.                                                 د101يحاػشاخ انًمشس س  2015 
 

17 
 

∞→𝑙𝑖𝑚𝑥 انغاٚح    (اٌ ٔظذخ)احغة  .3
3𝑥+3−𝑥

3𝑥−3−𝑥
 

َلاحع اٌ َاذط انرعٕٚغ انًثاشش نهغاٚح اعلاِ ْٕ احذ انظٛغ غٛش انًحذدج ْٔٙ 
∞

∞
 ٔتانرانٙ َمغى انثغؾ ٔانًماو 

  ٔتانشكم3𝑥تانًمذاس  

𝑙𝑖𝑚𝑥→∞
3𝑥+3−𝑥

3𝑥−3−𝑥
= 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞

3𝑥+3−𝑥

3𝑥−3−𝑥
.

1

3𝑥

1

3𝑥

                                                                         

                           = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞
1+3−2𝑥

1−3−2𝑥
==

1+0

1−0
= 1  

∞→𝑙𝑖𝑚𝑥انغاٚح     (اٌ ٔظذخ)احغة  .4 𝑥 −  𝑥2 − 1 

𝑙𝑖𝑚𝑥→∞(𝑥 −  𝑥2 − 1) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ 𝑥 −  𝑥2 − 1 .
𝑥+ 𝑥2−1

𝑥+ 𝑥2−1
  

                                     = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞
𝑥2− 𝑥2−1 

𝑥+ 𝑥2−1
 =

1

∞
= 0  

5.                                                       𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞ 𝑠𝑖𝑛  
𝜋𝑥2+1

2𝑥2+5
 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞ 𝑠𝑖𝑛  

𝜋𝑥2+1

2𝑥2+5
.

1

𝑥2

1

𝑥2

   

                                        = 𝑙𝑖𝑚𝑥→−∞

𝜋+
1

𝑥2

2+
5

𝑥2

 = 𝑠𝑖𝑛  
𝜋

2
 = 1  

6.                                                                                      𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑐𝑠𝑐 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→0
1

𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥)
 

−𝑙𝑖𝑚𝑥→0 اعلاِ َعذ اٌ    (5)يٍ يصال 
1

𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥)
= −∞   𝑙𝑖𝑚𝑥→0+

1

𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥)
= +∞,     

𝑙𝑖𝑚𝑥→0ْٔزا ٚعُٙ اٌ   𝑐𝑠𝑐 𝑥 غٛش يٕظٕدج  . 

 .انغاٚح اعلاِ غٛش يٕظٕدج تالاعرًاد عهٗ سعى دانح انماؽع ذًاو: ؽشٚمح اخشٖ

𝑎 ٔ     𝑎 عذد حمٛمٙ ٚمع تٍٛ انعذدٍٚ انظحٛحٍٛ  𝛼 عذد طحٛح ٔ 𝑎ارا عهًد اٌ : ظذ انغاٚاخ انرانٛح :تًاريٍ + 1.    

3. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

1

𝑥2
 2. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

 𝑥 + 8
3

− 2

𝑥
 1. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1

3 +
1
2

 

3. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

(𝑥 −  𝑥2 − 1) 5. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝛼

[𝑥] 4. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎

[𝑥] 

9. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

𝑥3 − 3𝑥 − 2

𝑥 + 1
 8. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→2

𝑥 + 2

 𝑥 − 2 
 7. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑥 + 1

 𝑥 
 

12. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

3
1
𝑥 − 3

1
−𝑥

3
1
𝑥 + 3

1
−𝑥

 
11. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→2

1

(𝑥 − 2)3
 

10. lim
𝑥→9

1

 𝑥
−

1
3

𝑥 − 9
 

15. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

3𝑥 + 3−𝑥

3𝑥 − 3−𝑥
 

14. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

1 + 10−
1
𝑥

1 − 10−
1
𝑥

 13. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

(
1
3

)𝑥 − (
1
3

)−𝑥

(
1
3

)𝑥 + (
1
3

)−𝑥
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18. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→

𝜋
2

𝑠𝑒𝑐⁡(𝑥) 
17. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞

4𝑥 + 2−𝑥

2𝑥 − 2−𝑥
 16. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−∞

(𝑥 −  𝑥2 − 1)

2𝑥 + 1
 

21. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

𝑐𝑜𝑠⁡(
𝜋
2

)

𝑥 − 2
 20. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

2 − 2𝑠𝑒𝑐2⁡(𝑥)

𝑠𝑖𝑛2(𝑥)
 19. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1 − 𝑐𝑜𝑠⁡(𝑥)

𝑥 𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥)
 

24. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→

3𝜋
2

𝑠𝑒𝑐 𝑥 − 1

𝑥2
 23. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑠𝑒𝑐 𝑥 − 1

𝑥2
 22. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1 − 𝑐𝑜𝑠4⁡(𝑥)

𝑥2
∗ 

27. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

1 − 2 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠(2𝑥)

𝑥2
 26. 𝑙𝑖𝑚

𝑕→0

𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝑕 − 𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥)

𝑕
 25. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝜋

𝜋 − 𝑥

𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥)
 

21. 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

𝑐𝑜𝑠⁡(
𝜋
2

)

𝑥 − 2
 20. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

2 − 2𝑠𝑒𝑐2⁡(𝑥)

𝑠𝑖𝑛2(𝑥)
 19. 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1 − 𝑐𝑜𝑠⁡(𝑥)

𝑥 𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥)
 

 

 

 

 :الاعرًشاسٚح: انفظم انصانس

𝑥 تأَٓا يغرًشج عُذ انُمطح  𝑓ٚمال عٍ انذانح   = 𝑐ٙارا ذحممد انششٔؽ انران : 

1.  𝑓(𝑐) (يٕظٕدج) يعشفح 

2.  𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑐 𝑓(𝑥)يٕظٕدج ٔيُرٓٛح  

3. 𝑓 𝑐 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑐 𝑓(𝑥) 

 . ارا كاَد يغرًشج عُذ كم َمطح يٍ َماؽٓا𝐴 يغرًشج عهٗ انًعًٕعح 𝑓ٔٚمال اٌ انذانح  

 : يلاحظاخ

 .انًعُٗ انُٓذعٙ لأعرًشاسٚح دانح عُذ َمطح ْٕ اٌ ٚكٌٕ يُحُٙ انذانح يرظم عُذ ذهك انُمطح .1

عهٗ خلاف اخرثاس ٔظٕد )لاخرثاس ٔظٕد لًٛح نهذانح عُذ َمطح يعُٛح َعٕع ذعٕٚؼا يثاششا تانذانح دٌٔ ا٘ اخرظاس  .2

 .(انغاٚح حٛس َخرظش شى َعٕع

 :ايثهح

= 𝑓 𝑥اتحس اعرًشاسٚح انذانح   .1
𝑥2

𝑥
𝑥 عُذ انُمطح   = 0 

𝑥عُذ انرعٕٚغ انًثاشش تانُمطح   = ْٙ   ذكٌٕ لًٛح انذانح0
0

0
  ْٔٙ كًٛح غٛش يعشفح ٔعهّٛ انذانح اعلاِ غٛش  

 .يغرًشج
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= 𝑓 𝑥اتحس اعرًشاسٚح انذانح    .2  1 + 𝑥2  عُذ 𝑥 = 2 

= 𝑓 2َلاحع اٌ    5  ٔ  𝑙𝑖𝑚𝑥→2+ 𝑓 𝑥 =  5 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→2− 𝑓(𝑥) 

lim𝑥→2ا٘ اٌ     𝑓(𝑥) = 𝑓(2)  ٔعهّٛ انذانح اعلاِ يغرًشج عُذ  𝑥 = 2. 

= 𝑓 𝑥اتحس اعرًشاسٚح انذانح    .3 [𝑥] عُذ انعذد انظحٛح 𝑎  

َلاحع اٌ انششؽ انصاَٙ غٛش يرحمك لاٌ انغاٚح غٛش يٕظٕدج لاٌ انغاٚرٍٛ انًُٛٗ ٔانٛغشٖ غٛش يرغأٚرٍٛ لاٌ  

lim𝑥→𝑎+[𝑥] = 𝑎    تًُٛا  lim𝑥→𝑎−[𝑥] = 𝑎 −  .𝑎 ٔتانرانٙ ذكٌٕ انذانح اعلاِ غٛش يغرًشج عُذ 1

= 𝑓 𝑥 انز٘ ٚععم انذانح    𝑐ظذ لًٛح انصاتد  .4  
3− 𝑥2+5

𝑥2−4
,      𝑥 ≠ 2

𝑐                    𝑥 = 2

𝑥   يغرًشج عُذ    = 2   

= 𝑓 2َلاحع اٌ   𝑐ٔ   

𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

3− 𝑥2+5

𝑥2−4
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→2

3− 𝑥2+5

𝑥2−4
.

3+ 𝑥2+5

3+ 𝑥2+5

                          = 𝑙𝑖𝑚𝑥→2
9− 𝑥2+5 

 𝑥2−4 (3+ 𝑥2+5)

                                = 𝑙𝑖𝑚𝑥→2
−1

3+ 𝑥2+5
= −

1

6
        

  

𝑥تًا اٌ انذانح يغرًشج عُذ   = = 𝑓 2 فعهّٛ  2 𝑙𝑖𝑚𝑥→2 𝑓(𝑥)   ٌا٘ ا       𝑐 = −
1

6
. 

 

 اخرثش اعرًشاسٚح كم يٍ انذٔال انرانٛح عُذ انُماؽ اصاء كم يُٓا: تًاريٍ

1.    𝑓 𝑥 = 𝑠𝑔𝑛(𝑥)  عُذ انُماؽ 𝑥 = 0, 0.5, 1 

2. 𝑓 𝑥 = 𝑠𝑔𝑛( 𝑥 )  عُذ انُماؽ 𝑥 = 0, 0.5, 1 

3. 𝑓 𝑥 = [𝑥] ٙعُذ انعذد انحمٛم 𝛼 ٍٛانز٘ ٚمع تٍٛ انعذدٍٚ انظحٛح 𝑎 ٔ 𝑎 − 1 

4. 𝑓 𝑥 =  𝑥 − [𝑥 − 𝑥 عُذ انُماؽ  [1 = 0, 1 

5. 𝑓 𝑥 =  𝑥 − [−𝑥]  عُذ انُمطح     𝑥 = 0 

6. 𝑓 𝑥 =  𝑥 𝑠𝑔𝑛( 𝑥) عُذ انُمطح 𝑥 = 1 

7. 𝑓 𝑥 = 𝑠𝑔𝑛 𝑥2 + 1 + 𝑠𝑔𝑛(𝑥2 − 𝑥 عُذ انُمطح  (1 = 1 

8. 𝑓 𝑥 =  
𝑥 + 1,           𝑥 ≥ 2

𝑥2 ,                 𝑥 < 2
𝑥 عُذ انُمطح    = 2 

= 𝑓 𝑥 انرٙ ذععم انذانح   𝑎 ٔ 𝑏ظذ لًٛح انصٕاتد  .9  
𝑎𝑥2 + 𝑏,        𝑥 ≥ 1
3𝑎𝑥 − 𝑏,         𝑥 < 1

𝑥 يغرًشج عُذ   = 1. 

= 𝑓 𝑥 انز٘ ٚععم انذانح  𝑐  ظذ لًٛح انصاتد  .10  
𝑥 + 𝑐2 + 1,           𝑥 > 0
5,                             𝑥 = 0
𝑥 + 𝑐 + 3,              𝑥 < 0

𝑥  يغرًشج عُذ انُمطح  = 0   

 

 



علاء عايش.                                                 د101يحاػشاخ انًمشس س  2015 
 

20 
 

 :انًشرمح: انفظم انشاتع

 : ذعشف تانشكم𝑥0 عُذ انُمطح  𝑓يشرمح انذانح   : تعريف

 

      𝑓 ′ 𝑥0 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 −𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
 

 

 .  تششؽ اٌ ذكٌٕ انغاٚح اعلاِ يٕظٕدج ٔيُرٓٛح

 

 
 :يلاحظاخ

𝑕ػع   .1 = 𝑥 − 𝑥0 ٔعهّٛ عُذيا   𝑥 → 𝑥0  ٌفأ  𝑕 →   ا٘ ا0ٌ

 

𝑓 ′ 𝑥0 = 𝑙𝑖𝑚
𝑕→0

𝑓(𝑥0 + 𝑕)_𝑓(𝑥0)

𝑕
 

 

انًعُٗ انُٓذعٙ نًشرمح دانح عُذ َمطح ْٕ ٔظٕد يًاط نهذانح عُذ ذهك انُمطح، ٔلًٛح انًشرمح نذانح عُذ َمطح ْٙ لًٛح  .2

𝑥ظم انضأٚح انرٙ ٚظُعٓا انًًاط يع انًحٕس   . عُذ ذهك انُمطح−

′𝑦:  نهًشرمح اعذج سيٕص يُٓا .3 , 𝑓 ′ ,
𝑑𝑦

𝑑𝑥
,
𝑑𝑓

𝑑𝑥
 

 :اعرخذو ذعشٚف انًشرمح لاٚعاد يشرمح انذٔال انرانٛح: ايثهح

1.   𝑓 𝑥 =  𝑥 

𝑦′ = 𝑙𝑖𝑚𝑕→0
𝑓 𝑥+𝑕 −𝑓 𝑥 

𝑕
                   

     = 𝑙𝑖𝑚𝑕→0
 𝑥+𝑕− 𝑥

𝑕
.
 𝑥+𝑕+ 𝑥

 𝑥+𝑕+ 𝑥
      

     = 𝑙𝑖𝑚𝑕→0
1

 𝑥+𝑕+ 𝑥
 =

1

2 𝑥
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2. 𝑓 𝑥 = 𝑥2 

𝑦′ = 𝑙𝑖𝑚𝑕→0
𝑓 𝑥+𝑕 −𝑓 𝑥 

𝑕
  

     = 𝑙𝑖𝑚𝑕→0
 𝑥+𝑕 2−𝑥2

𝑕
  

     = 𝑙𝑖𝑚𝑕→0 2𝑥 + 𝑕   

     = 2𝑥  

3. 𝑓 𝑥 =  𝑥    عُذ  𝑥 = 0, 1 

𝑓 ′ 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝑕→0
𝑓 𝑥+𝑕 −𝑓 𝑥 

𝑕
  

                       = 𝑙𝑖𝑚𝑕→0
 𝑥+𝑕 − 𝑥 

𝑕
                                                                                          

𝑥عُذيا   =   فأٌ  0

𝑓 ′ 0 = 𝑙𝑖𝑚𝑕→0
 𝑕 

𝑕
                                                                                                                 

+𝑙𝑖𝑚𝑕→0 تًا اٌ               
 𝑕 

𝑕
= 1              ٔ 𝑙𝑖𝑚𝑕→0−

 𝑕 

𝑕
= −1 

𝑙𝑖𝑚𝑕→0فعهّٛ انغاٚح    
 𝑕 

𝑕
𝑥 غٛش يٕظٕدج ا٘ اٌ انذانح اعلاِ غٛش لاتهح نلاشرماق عُذ   = 0 

𝑥عُذيا   =   فأٌ  1

𝑓 ′ 1 = 𝑙𝑖𝑚
𝑕→0

 1 + 𝑕 −  1 

𝑕
= 1 

𝑥ْٔزا ٚعُٙ اٌ يًاط انذانح عُذ   =  ٚظُع صأٚح يمذساْا 1
𝜋

4
𝑥 يع انًحٕس  −. 

4.  𝑓 𝑥 = 𝑠𝑔𝑛(𝑥)  عُذ 𝑥 = 1 

𝑓 ′ 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝑕→0
𝑓 𝑥+𝑕 −𝑓 𝑥 

𝑕
  

𝑓 ′(1) = 𝑙𝑖𝑚𝑕→0
𝑠𝑔𝑛  1+𝑕 −𝑠𝑔𝑛  1 

𝑕
   

+𝑙𝑖𝑚𝑕→0             تًا اٌ
𝑠𝑔𝑛  1+𝑕 −1

𝑕
= 0 = 𝑙𝑖𝑚𝑕→0−

𝑠𝑔𝑛  1+𝑕 −1

𝑕
 

𝑓ْٔزا ٚعُٙ    ′(1) = 𝑥 ا٘ اٌ يًاط انذانح عُذ  0 = 𝑥 ٚكٌٕ يٕاص٘ نهًحٕس0  يع 0ٚظُع صأٚح يمذساْا ) −

𝑥انًحٕس  −. 

 .ارا كاَد دانح لاتهح نلاشرماق عُذ َمطح فأَٓا ذكٌٕ يغرًشج عُذ ذهك انُمطح :يثرهُح

 عكظ انًثشُْح اعلاِ نٛظ يٍ انؼشٔس٘ اٌ ٚكٌٕ طحٛح ا٘ اَّ ارا كاَد انذانح يغرًشج عُذ َمطح فهٛظ يٍ        :يلاحظح

𝑦             انؼشٔس٘ اٌ ذكٌٕ لاتهح نلاشرماق عُذ ذهك انُمطح ٔيصال عهٗ رنك انذانح   =  𝑥   فأَٓا يغرًشج عُذ 𝑥 = 0  

 .             نكُٓا غٛش لاتهح الاشرماق عُذ ذهك انُمطح

 



علاء عايش.                                                 د101يحاػشاخ انًمشس س  2015 
 

22 
 

 :قىاَيٍ انًشتقح

= 𝑓 𝑥ارا كاٌ   .1 𝑘  (  حٛس𝑘شاتد )     ٌفأ𝑓 ′(𝑥) = 0. 

𝑦ارا كاٌ   .2 = 𝑘𝑓(𝑥)  (  حٛس𝑘شاتد )     ٌفأ𝑦′ = 𝑘𝑓 ′(𝑥). 

= 𝑓 𝑥ارا كاٌ   .3 𝑥𝑛  ( ٙلأ٘ عذد حمٛم𝑛 )   ٌفأ𝑓 ′ 𝑥 = 𝑛𝑥𝑛−1. 

𝑦ارا كاٌ   .4 = 𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)  ٌفأ 𝑦′ = 𝑓 ′(𝑥) ± 𝑔′(𝑥). 

𝑦ارا كاٌ   .5 = 𝑓 𝑥 . 𝑔(𝑥)  ٌفأ 𝑦′ = 𝑓 𝑥 . 𝑔′ 𝑥 + 𝑔 𝑥 𝑓 ′(𝑥). 

𝑦ارا كاٌ   .6 =
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
𝑔(𝑥)  حٛس   ≠ ′𝑦 فأٌ   𝑥 نكم  0 =

𝑔 𝑥 .𝑓 ′  𝑥 −𝑓 𝑥 .𝑔 ′ (𝑥)

(𝑔(𝑥))2
. 

𝑦ارا كاٌ   .7 = (𝑓(𝑥))𝑛  ( ٙلأ٘ عذد حمٛم𝑛 )    ٌفأ𝑦′ = 𝑛(𝑓 𝑥 )𝑛−1 . 𝑓 ′(𝑥). 

 

 : فأ𝑥ٌ دانح لاتهح نلاشرماق تانُغثح انٗ  𝑢ارا كاَد : يثرهُح

2.
𝑑

𝑑𝑥
𝑐𝑜𝑠 𝑢 = −𝑠𝑖𝑛(𝑢)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 1.

𝑑

𝑑𝑥
𝑠𝑖𝑛 𝑢 = 𝑐𝑜𝑠(𝑢)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

4.
𝑑

𝑑𝑥
𝑐𝑜𝑡 𝑢 = −𝑐𝑠𝑐2(𝑢)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 3.

𝑑

𝑑𝑥
𝑡𝑎𝑛 𝑢 = 𝑠𝑒𝑐2⁡(𝑢)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

6.
𝑑

𝑑𝑥
𝑐𝑠𝑐 𝑢 = −𝑐𝑠𝑐(𝑢)𝑐𝑜𝑡(𝑢)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 5.

𝑑

𝑑𝑥
𝑠𝑒𝑐 𝑢 = 𝑠𝑒𝑐(𝑢)𝑡𝑎𝑛(𝑢)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 :انثرهاٌ

𝑦َفشع   .1 = 𝑠𝑖𝑛⁡(𝑢) ّٛٔعه   
𝑑

𝑑𝑥
𝑠𝑖𝑛 𝑢 =

𝑑

𝑑𝑢
𝑠𝑖𝑛 𝑢 .

𝑑𝑢

𝑑𝑥
  

𝑑

𝑑𝑢
𝑠𝑖𝑛 𝑢 = 𝑙𝑖𝑚𝑕→0

𝑠𝑖𝑛  𝑢+𝑕 −𝑠𝑖𝑛  𝑢 

𝑕
  

                    = 𝑙𝑖𝑚𝑕→0
𝑠𝑖𝑛  𝑢 𝑐𝑜𝑠  𝑕 +𝑐𝑜𝑠  𝑢 𝑠𝑖𝑛  𝑕 −𝑠𝑖𝑛  𝑢 

𝑕
  

                    = 𝑙𝑖𝑚𝑕→0 𝑠𝑖𝑛 𝑢 
𝑐𝑜𝑠  𝑕 −1

𝑕
+ (𝑙𝑖𝑚

𝑕→0

𝑠𝑖𝑛  𝑕 

𝑕
)(𝑙𝑖𝑚𝑕→0 𝑐𝑜𝑠 𝑢 )   

                    = 0 +  1 𝑐𝑜𝑠 𝑢   

                    = 𝑐𝑜𝑠⁡(𝑢) 

2. H.W 

3.   
𝑑

𝑑𝑥
𝑡𝑎𝑛 𝑢 =

𝑑

𝑑𝑢
(𝑡𝑎𝑛⁡(𝑢))

𝑑𝑢

𝑑𝑥
   =

𝑑

𝑑𝑢
(
𝑠𝑖𝑛  𝑢 

𝑐𝑜𝑠  𝑢 
).
𝑑𝑢

𝑑𝑥
  

 =
𝑐𝑜𝑠2 𝑢 +𝑠𝑖𝑛2(𝑢)

𝑐𝑜𝑠2 𝑢 
.
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 = 𝑠𝑒𝑐2(𝑢)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
  

4. , 5 ., 6   .   H.W 
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 :انًشتقاخ يٍ اندرجاخ انعهيا

′′𝑦ٚشيض نهًشرمح انصاَٛح تانشيٕص    ,    
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
,    

𝑑

𝑑𝑥
(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) 

′′′𝑦ٚشيض نهًشرمح انصانصح تانشيٕص    ,    
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
,    

𝑑

𝑑𝑥
(
𝑑

𝑑𝑥
 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 ) 

𝑦(𝑛)ٚشيض نهًشرمح انَُٕٛح تانشيٕص    ,    
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
,    

𝑑

𝑑𝑥
(
𝑑

𝑑𝑥
 … 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
  ). 

 :الاشتقاق انضًُي

 :يصال عهٗ رنك انذانح انرانٛح. ′𝑦 فُشرك ػًُٛا نهحظٕل عهٗ  𝑦 تذلانح 𝑥 أ  𝑥 تذلانح  𝑦ارا ذعزس كراتح  

𝑦 = 𝑥𝑦2 + 2𝑥2                                                                   

⟹ 𝑦′ = 𝑥 2𝑦𝑦′ + 𝑦2 + 4𝑥                                                       

            =
𝑦2+4𝑥

1−2𝑥𝑦
                

 :الاشتقاق تقاعدج انسهسهح

       فأٌ  𝑥 دانح لاتهح نلاشرماق تانُغثح انٗ 𝑢 ٔكاَد 𝑢 دانح لاتهح نلاشرماق تانُغثح انٗ 𝑦ارا كاَد 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑢
.
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 : ايثهح

 : نكم يٍ انذٔال انرانٛح′𝑦ظذ   (1

1. 𝑦 =  2 −  𝑥   

𝑢َفشع     =  𝑥,         𝑡 = 2 − 𝑢,         𝑦 =  𝑦 

                                                                                                            عُذ ئز
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑡
.
𝑑𝑡

𝑑𝑢
.
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

=
1

2 𝑡
.  −1 .

1

2 𝑥
     =

−1

4 𝑥(2− 𝑥)

             

                                                    

2. 𝑦 = 𝑓(𝑥2 − 2) 

 . دانح اخرٛاسٚح𝑓           حٛس  

𝑢َفشع   = 𝑥2 − 𝑦   ٔعهّٛ   2 = 𝑓(𝑢) 

⟹ 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑢
.
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 = 𝑓 ′ 𝑢 . (2𝑥)  

             = 2𝑥𝑓 ′(𝑥2 − 2)  
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3. 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠⁡(3𝑥 − 2)  

𝑦′ = −3𝑠𝑖𝑛⁡(3𝑥 − 2)   

4. 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠⁡(𝑐𝑜𝑡 𝑠𝑒𝑐 2𝑥  )   

𝑢    َفشع = 2𝑥,     𝑡 = 𝑠𝑒𝑐 𝑢 ,     𝑣 = 𝑐𝑜𝑡 𝑡 ,      𝑦 = 𝑐𝑜𝑠⁡(𝑣) 

              
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑣
.
𝑑𝑣

𝑑𝑡
.
𝑑𝑡

𝑑𝑢
.
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

                  =  −𝑠𝑖𝑛 𝑣  .  −𝑐𝑠𝑐2 𝑡  .  𝑠𝑒𝑐 𝑢 𝑡𝑎𝑛 𝑢  . (2) 

                  = 2 𝑠𝑖𝑛 𝑐𝑜𝑡 𝑠𝑒𝑐 2𝑥   . 𝑐𝑠𝑐2 𝑠𝑒𝑐 2𝑥  . 𝑠𝑒𝑐 2𝑥 𝑡𝑎𝑛⁡(2𝑥) 

 

 :احغة انغاٚح اٌ ٔظذخ نكم يًا ٚأذٙ (2

1.   𝑙𝑖𝑚𝑥→0
𝑓 𝑥2+1 −𝑓(1)

𝑥
 

𝑙𝑖𝑚𝑥→0يٍ ذعشٚف انًشرمح َعذ اٌ   
𝑓 𝑥2+1 −𝑓(1)

𝑥
= 𝑓 ′(𝑥2 + 1) ∥𝑥=0 

2. 𝑙𝑖𝑚𝑥→1
 𝑥2+1− 2

𝑥−1
 

 َعذ انغاٚح تطشٚمرٍٛ

 يٍ ذعشٚف انًشرمح َعذ اٌ : انطشٚمح الأنٗ

𝑙𝑖𝑚𝑥→1
 𝑥2+1− 2

𝑥−1
=

𝑑

𝑑𝑥
  𝑥2 + 1 ∥𝑥=1 =

1

2 𝑥2+1
 2𝑥 ∥𝑥=1  =

1

 2
  

 :انطشٚمح انصاَٛح

𝑙𝑖𝑚𝑥→1
 𝑥2+1− 2

𝑥−1
= 𝑙𝑖𝑚𝑥→1

 𝑥2+1− 2

𝑥−1
.
 𝑥2+1+ 2

 𝑥2+1+ 2
 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→1

𝑥2−1

 𝑥−1 ( 𝑥2+1+ 2)
  

                                = 𝑙𝑖𝑚𝑥→1
𝑥+1

  𝑥2+1+ 2 
 =

1

 2
  

 :تًاريٍ

 اشثد اٌ انذٔال انرانٛح ذكٌٕ غٛش لاتهح نلاشرماق نكٍ يغرًشج عُذ انُماؽ انًؤششج اصاء كم يُٓا .1

1) 𝑓 𝑥 =  𝑥 + 1 + 1،     𝑥 = −1 

2) 𝑓 𝑥 =  𝑥2 − 1         ،           𝑥 = 1 

3) 𝑓 𝑥 =  𝑥3 − 𝑥       ،   𝑥 = 0,−1 

𝑙𝑖𝑚𝑥→3تأعرخذاو لإٌَ انًشرمح ظذ  انغاٚح   .2
𝑥4−81

𝑥−3
 

2𝑥ارا كاٌ    .3 = 𝑓(𝑦2). 𝑥2   حٛس  𝑓  دانح اخرٛاسٚح  فعذ 𝑦′. 

′𝑦ظذ   .4 .1                                                             :  نكم يًا ٚأذٙ  𝑠𝑖𝑛(𝑥𝑦) = 𝑡𝑎𝑛(𝑦2 + 2𝑥) 

2. 𝑐𝑠𝑐 𝑥 + 2𝑥𝑦2 = 𝑥                                                                                                    
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 انركايلاخ: انفظم انشاتع

 دانح اخشٖ ذحمك  𝐹 دانح يعشفح عهٗ فرشج يا ٔنركٍ  𝑓 نركٍ  :انتكايم غير انًحدد
𝑑

𝑑𝑥
𝐹 𝑥 = 𝑓(𝑥) .  ًٗفرغ𝐹(𝑥) 

 : ٔذكرة تانشكم𝑥  تانُغثح انٗ 𝑓ذكايلا غٛش يحذد نهذانح  

 𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹 𝑥 + 𝑐  

 (ٚغًٗ شاتد انركايم)  شاتد 𝑐حٛس 

 :  دانح يغرًشج عُذئز𝑓  ٔ 𝑔نركٍ كم يٍ : خىاص انتكايم غير انًحدد

1.  𝑑(𝑓 𝑥 ) = 𝑓 𝑥 + 𝑐 

2.  𝑘𝑑𝑥 = 𝑘𝑥 + 𝑐  ٙلأ٘ عذد حمٛم  𝑘 

3.  𝑘𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑘  𝑓 𝑥 𝑑𝑥  ٙلأ٘ عذد حمٛم 𝑘 

4.   𝑓 𝑥 ± 𝑔 𝑥  =  𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ±  𝑔 𝑥 𝑑𝑥 

5.  (𝑓(𝑥))𝑛 𝑓 ′ 𝑥 𝑑𝑥 =
(𝑓(𝑥))𝑛+1

𝑛+1
+ 𝑐  تششؽ 𝑛 ≠ −1. 

 :ايثهح

1.  (
12𝑥2−2

(2𝑥3−𝑥+1)3
+ 3)𝑑𝑥 =  2 6𝑥2 − 1 (2𝑥3 − 𝑥 + 1)−3𝑑𝑥 +  3𝑑𝑥                                 

                                = −(2𝑥3 − 𝑥 + 1)−2 + 3𝑥 + 𝑐            

  ؽشٚمح اخشٖ

𝑢َفشع    = 2𝑥3 − 𝑥 + 𝑑𝑢 ْٔزا ٚعُٙ   1 =  6𝑥2 − 1 𝑑𝑥 

 (
12𝑥2−2

(2𝑥3−𝑥+1)3
+ 3)𝑑𝑥 =  

2 6𝑥2−1 

𝑢3

𝑑𝑢

6𝑥2−1
+  3𝑑𝑥  = 2

𝑢3

−2
+ 3𝑥 + 𝑐                                                                     

                                       = −(2𝑥3 − 𝑥 + 1)−2 + 3𝑥 + 𝑐                                             

2.  𝑥 𝑥 − 1𝑑𝑥 

𝑢َفشع  = 𝑥 − 𝑑𝑢 ا٘ اٌ  1 = 𝑑𝑥 

 𝑥 𝑥 − 1𝑑𝑥 =   𝑢 + 1 𝑢
1

2 𝑑𝑢  =  (𝑢
3

2 + 𝑢
1

2)𝑑𝑢 =
2

5
𝑢

5

2 +
2

3
𝑢

3

2 + 𝑐  

                           =
2

5
(𝑥 − 1)

5

2 +
2

3
(𝑥 − 1)

3

2 + 𝑐  

3.   𝑥 − 1 (𝑥 + 1)15 𝑑𝑥 

𝑢َفشع    = 𝑥 + 𝑑𝑢  ْٔزا ٚعُٙ   1 = 𝑑𝑥 

  𝑥 − 1 (𝑥 + 1)15 𝑑𝑥 =   𝑢 − 2 𝑢15 𝑑𝑢 =   𝑢16 − 2𝑢15 𝑑𝑢                                                            

                                          =
1

17
𝑢17 −

2

16
𝑢16 + 𝑐  =

1

17
(𝑥 + 1)17 −

1

8
(𝑥 + 1)16 + 𝑐  
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 تكايم اندوال انًثهثيح

1.  𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑥 = −𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑐 

2.  𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝑐 

3.  𝑠𝑒𝑐2 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑡𝑎𝑛 𝑥 + 𝑐 

4.  𝑐𝑠𝑐2 𝑥 𝑑𝑥 = −𝑐𝑜𝑡 𝑥 + 𝑐 

5.  𝑠𝑒𝑐 𝑥 𝑡𝑎𝑛⁡(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑠𝑒𝑐 𝑥 + 𝑐 

6.  𝑐𝑠𝑐 𝑥 𝑐𝑜𝑡(𝑥) 𝑥 𝑑𝑥 = −𝑐𝑠𝑐 𝑥 + 𝑐 

𝑛    انًشفٕعح انٗ لٕٖ𝑐𝑜𝑠⁡(𝑥) أ    𝑠𝑖𝑛 𝑥ارا كاَد دانح انركايم ذحٕ٘ عهٗ احذ انذانرٍٛ : يلاحظح ∈ ℤَٙرثع ياٚه : 

𝑛ارا كاَد   .1 ∈ ℤ𝑜   تانشكم𝑠𝑖𝑛𝑛 𝑥    ٔ  𝑐𝑜𝑠𝑛⁡(𝑥) َعضء  

𝑠𝑖𝑛𝑛 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 . 𝑠𝑖𝑛𝑛−1(𝑥)  

𝑐𝑜𝑠𝑛 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 . 𝑐𝑜𝑠𝑛−1(𝑥)  

+ 𝑠𝑖𝑛2 𝑥                               شى َعٕع تانعلالح   𝑐𝑜𝑠2 𝑥 = 1 

𝑛ارا كاَد   .2 ∈ ℤ𝑒 ٍَٛعٕع تأحذ انعلالر   

𝑠𝑖𝑛2 𝑥 =
1

2
(1 − 𝑐𝑜𝑠 2𝑥 )  

𝑐𝑜𝑠2 𝑥 =
1

2
(1 + 𝑐𝑜𝑠 2𝑥 )  

 

: ايثهح  

1.  𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝑥2 − 1 𝑑𝑥 =
1

4
𝑠𝑖𝑛 2𝑥2 − 1 + 𝑐 

2.  
𝑐𝑜𝑠  𝑥 

𝑠𝑒𝑐  𝑥 +𝑡𝑎𝑛  𝑥 
𝑑𝑥 =  

𝑐𝑜𝑠  𝑥 

𝑠𝑒𝑐  𝑥 +𝑡𝑎𝑛  𝑥 
.
𝑠𝑒𝑐  𝑥 −𝑡𝑎𝑛  𝑥 

𝑠𝑒𝑐  𝑥 −𝑡𝑎𝑛  𝑥 
𝑑𝑥      

                                            =  
𝑐𝑜𝑠  𝑥 (𝑠𝑒𝑐  𝑥 −𝑡𝑎𝑛  𝑥 )

1
𝑑𝑥 =   1 − 𝑠𝑖𝑛 𝑥  𝑑𝑥  

                                            = 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑐 

: ؽشٚمح اخشٖ  

 
𝑐𝑜𝑠  𝑥 

𝑠𝑒𝑐  𝑥 +𝑡𝑎𝑛  𝑥 
𝑑𝑥 =  

𝑐𝑜𝑠  𝑥 
1

𝑐𝑜𝑠 ⁡(𝑐)
+
𝑠𝑖𝑛 ⁡(𝑥)

𝑐𝑜𝑠 ⁡(𝑥)

𝑑𝑥 =  
𝑐𝑜𝑠2(𝑥)

1+𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥)
𝑑𝑥 =  

1−𝑠𝑖𝑛2(𝑥)

1+𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥)
𝑑𝑥  

                                  =   1 − 𝑠𝑖𝑛 𝑥  𝑑𝑥  = 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑐  

3.  𝑠𝑖𝑛5 𝑥 𝑑𝑥 =  𝑠𝑖𝑛 𝑥 𝑠𝑖𝑛4 𝑥 𝑑𝑥 =  𝑠𝑖𝑛 𝑥 (1 − 𝑐𝑜𝑠2 𝑥 )2 𝑑𝑥  

          =  𝑠𝑖𝑛 𝑥 (1 − 2𝑐𝑜𝑠2 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠4 𝑥 ) 𝑑𝑥                       

                                     =  (𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 2𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥)𝑐𝑜𝑠2 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥)𝑐𝑜𝑠4 𝑥 ) 𝑑𝑥  

                                     = − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 +
2

3
𝑐𝑜𝑠3 𝑥 −

1

5
𝑐𝑜𝑠5 𝑥 + 𝑐  
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4.  𝑐𝑜𝑠4 𝑥 𝑑𝑥 =  ( 
1

2
(1 + 𝑐𝑜𝑠 2𝑥  )2𝑑𝑥   =

1

4
  1 + 2 𝑐𝑜𝑠 2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2 2𝑥  𝑑𝑥 

                       =
1

4
(  1 + 2 𝑐𝑜𝑠 2𝑥  𝑑𝑥 +  

1

2
(1 + 𝑐𝑜𝑠 4𝑥 )𝑑𝑥) 

                       =
1

4
 2𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 2𝑥 +

1

8
𝑠𝑖𝑛 4𝑥  + 𝑐 

5.   1 − 𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥)𝑑𝑥 =   (1 − 𝑠𝑖𝑛 𝑥 )
1+𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥)

1+𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥)
𝑑𝑥 =   

𝑐𝑜𝑠2(𝑥)

1+𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥)
𝑑𝑥 

                                 =  𝑐𝑜𝑠 𝑥 (1 + 𝑠𝑖𝑛 𝑥 )−
1

2𝑑𝑥  =2 1 + 𝑠𝑖𝑛⁡+ 𝑐  

 :انتكايم انًحدد

,𝑎] دانح يغرًشج عهٗ انفرشج  انًغهمح  𝑓 نركٍ   𝑏]   ٍٔنرك 𝐹′ 𝑥 = 𝐹 𝑏 − 𝐹(𝑎) .  انركايم انًحذد نهذانح𝑓 ٍي 𝑎 ٗان 

𝑏ٚعشف تانشكم  :               𝑓 𝑥 𝑑𝑥 = 𝐹 𝑏 − 𝐹(𝑎)
𝑎

𝑏
 

,𝑎] دانح يغرًشج عهٗ انفرشج  𝑓 ٔ 𝑔نركٍ كم يٍ    :خىاص انتكايم انًحدد 𝑏]عُذئز : 

1.  𝑓(𝑥)
𝑎

𝑎
𝑑𝑥 = 0 

2.  𝑘𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑘  𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎
𝑑𝑥  نكم شاتد   𝑘 

3.  𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= − 𝑓 𝑥 𝑑𝑥

𝑎

𝑏
 

4.   𝑓 𝑥 ± 𝑔 𝑥  𝑑𝑥 =
𝑏

𝑎
 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 ±  𝑔 𝑥 𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

5.  𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  𝑓 𝑥 +

𝑐

𝑎
 𝑓 𝑥 𝑑𝑥
𝑏

𝑐
𝑎  حٛس   ≤ 𝑐 ≤ 𝑏 

6.  𝑑 𝑓 𝑥  =
𝑏

𝑎
𝑓 𝑏 − 𝑓(𝑎) 

7.  𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 =  𝑓(𝑡)

𝑏

𝑎
𝑑𝑡 =  𝑓(𝑢)

𝑏

𝑎
𝑑𝑢 = ⋯ 

 :ايثهح

1.   𝑥 − 1 
3

−2
𝑑𝑥 

𝑥 َعشف    − 1 =  
𝑥 − 1,         𝑥 ≥ 1

− 𝑥 − 1 ,        𝑥 < 1
  

  𝑥 − 1 
3

−2

𝑑𝑥 =   𝑥 − 1 
1

−2

𝑑𝑥 +   𝑥 − 1 
3

1

𝑑𝑥 =  (𝑥 − 1)
1

−2

𝑑𝑥 +  −(𝑥 − 1)
3

1

𝑑𝑥 = 

2.   𝑠𝑔𝑛(𝑥)
2

−2
𝑑𝑥 

 يٍ ذعشٚف دانح الاشاسج َحظم عهٗ 
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 𝑠𝑔𝑛 𝑥 
2

−2
𝑑𝑥 =  𝑠𝑔𝑛 𝑥 

0

−2
𝑑𝑥 +  𝑠𝑔𝑛 𝑥 

2

0
𝑑𝑥 =  (−1)

0

−2
𝑑𝑥 +  (1)

2

0
𝑑𝑥 = 

3.  [𝑥 − 1]
3

0
𝑑𝑥 

 يٍ ذعشٚف دانح انظحٛح الاعظى َحظم عهٗ 

 𝑥 − 1 =

 
 
 

 
 
⋮                                

1,             2 ≤ 𝑥 < 3
0,             1 ≤ 𝑥 < 2
−1,           0 ≤ 𝑥 < 1
⋮                              

    

  𝑥 − 1 𝑑𝑥 =   𝑥 − 1 𝑑𝑥 +
1

0
  𝑥 − 1 𝑑𝑥 +

2

1
  𝑥 − 1 𝑑𝑥

3

2

3

0
  

                                =   −1 𝑑𝑥 +
1

0
  0 𝑑𝑥 +

2

1
  1 𝑑𝑥

3

2
=  

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ارا كاٌ   .4
2

1
=   فعذ   3

2

𝑥2
𝑓(

1

𝑥
)

1
1

2

𝑑𝑥 

𝑢َفشع   =
1

𝑥
𝑑𝑢  ْٔزا ٚعُٙ اٌ   =

−1

𝑥2
𝑑𝑥 

𝑥   عُذيا = 𝑢  فأٌ  1 = 𝑥      ٔعُذيا   1 =
1

2
𝑢    فأٌ = 2 

 
2

𝑥2
𝑓(

1

𝑥
)

1
1

2

𝑑𝑥 = − 
2

𝑥2
𝑓 𝑢 . 𝑥2𝑑𝑢

1

2
 = 2 𝑓 𝑢 𝑑𝑢

2

1
=  2  3 = 6  

5.                           𝑠𝑖𝑛 3𝑥 𝑐𝑜𝑠 5𝑥 𝑑𝑥
𝜋

4
0

=  
1

2
(𝑠𝑖𝑛 (3 − 5)𝑥 + 𝑠𝑖𝑛⁡( 3 + 5 𝑥))𝑑𝑥

𝜋

4
0

    

                                       =
1

2
  (𝑠𝑖𝑛 −2𝑥 + 𝑠𝑖𝑛 8𝑥 ) 𝑑𝑥    

                                        = [
1

4
𝑐𝑜𝑠 2𝑥 +

1

16
𝑐𝑜𝑠⁡(8𝑥)]0

𝜋

4  = −
1

4
 

 : تًاريٍ

 :احغة كم يٍ انركايلاخ انرانٛح (1)

4. 
𝑠𝑔𝑛(𝑥 + 1)

𝑥2

1
2

−2

𝑑𝑥 3.   𝑥 −  𝑥  𝑑𝑥
1

−1

 2.  𝑥3 − 𝑥 
1

−2

𝑑𝑥 1.  𝑥2 − 1 
2

−2

𝑑𝑥 

8. (𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥 )2𝑑𝑥 7. 
𝑠𝑖𝑛⁡(2𝑥)

𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥)
𝑑𝑥 6. 

𝑐𝑜𝑠⁡( 𝑥)

 𝑥
𝑑𝑥 5. 𝑐𝑜𝑠3(𝑥) 𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥)𝑑𝑥 

𝑓 𝑥 𝑑𝑥 ارا عهًد اٌ    (2) = 4
2

0
= 𝑓 −𝑥 ذحمك  𝑓 ٔكاَد انذانح  𝑓(𝑥) فعذ لًٛح انركايم  𝑓(𝑥)

2

−2
𝑑𝑥 

𝑓 2𝑥 𝑑𝑥 ارا عهًد اٌ    (3) = 5
2

0
= 𝑓 −𝑥 ذحمك  𝑓 ٔكاَد انذانح  𝑓(𝑥) فعذ لًٛح انركايم 

 
1

𝑥2
𝑓(

1

𝑥
)

1

2

−
1

2

𝑑𝑥 
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 :انذٔال انًصهصٛح انعكغٛح: انفظم انخايظ

 

انذانح انًصهصٛح تششؽ اٌ رنك ٚحمك ششٔؽ انذانح ٔالا فُأخز ظضءا يٍ  (يعال)انذانح انًصهصٛح انعكغٛح ْٕ يذٖ  (أيذٖ) يعال

 .رنك انًعال أ انًذٖ كًا يٕػح ادَاِ

 : يعكىس دانح انجية .1
 

 ذعشف دانح يعكٕط دانح انعٛة تانشكم 

 
𝒚 = 𝒔𝒊𝒏−𝟏 𝒙 ⟷ 𝒙 = 𝒔𝒊𝒏⁡(𝒚) 

 

1−  حٛس   ≤ 𝑥 ≤ 1 ٔ      −
𝜋

2
≤ 𝑦 ≤

𝜋

2
 

 

 
 : يعكىس دانح جية انتًاو .2

 

 ذعشف دانح يعكٕط دانح ظٛة انرًاو تانشكم 

 
𝒚 = 𝒄𝒐𝒔−𝟏 𝒙 ⟷ 𝒙 = 𝒄𝒐𝒔⁡(𝒚) 

 

1−حٛس  ≤ 𝑥 ≤ 1    ٔ      0 ≤ 𝑦 ≤ 𝜋 

 
 

 

  : يعكىس دانح انظم .3

 

 ذعشف دانح يعكٕط دانح انظم تانشكم 
 

𝒚 = 𝒕𝒂𝒏−𝟏 𝒙 ↔ 𝒙 = 𝒕𝒂𝒏⁡(𝒚) 

 

∞−حٛس   < 𝑥 < ∞     ٔ  −
𝜋

2
< 𝑦 <

𝜋

2
 

 
 

 



علاء عايش.                                                 د101يحاػشاخ انًمشس س  2015 
 

30 
 

  : يعكىس دانح ظم انتًاو .4

 

 ذعشف دانح يعكٕط دانح ظم انرًاو تانشكم
 

𝒚 = 𝒄𝒐𝒕−𝟏 𝒙 ↔ 𝒙 = 𝒄𝒐𝒕⁡(𝒚) 

 

∞−حٛس   < 𝑥 < ∞     ٔ  0 < 𝑦 < 𝜋 

 

 
 

  : يعكىس دانح انقاطع .5

 

 ذعشف دانح يعكٕط دانح انماؽع تانشكم 
 

𝒚 = 𝒔𝒆𝒄−𝟏 𝒙 ↔ 𝒙 = 𝒔𝒆𝒄⁡(𝒚) 

 

𝑥 )حٛس  ≥ 1 ، 𝑥 ≤ −1)  ٔ(0 ≤ 𝑦 ≤ 𝜋  ، 𝑦 ≠
𝜋

2
) 

 

 
 

 : يعكىس دانح قاطع انتًاو .6

 ذعشف دانح يعكٕط دانح لاؽع انرًاو تانشكم 
 

𝒚 = 𝒄𝒔𝒄−𝟏 𝒙 ↔ 𝒙 = 𝒄𝒔𝒄⁡(𝒚) 

 

𝑥 )حٛس  ≥ 1،𝑥 ≤ −1 (  ٔ(−
𝜋

2
≤ 𝑦 ≤

𝜋

2
،(𝑦 ≠ 0 

 
 انرٙ ْٙ َفغٓا نهذٔال انًصهصٛح انعكغٛح الاخشٖ  انًلاحظاخ ادَاِ عهٗ دانح انعٛة انعكغٛح :يلاحظاخ

1. 𝑠𝑖𝑛−1(𝑥) ≠
1

𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥)
 

2. sin⁡(𝑠𝑖𝑛−1 𝑥 = 𝑥       1−ارا كاَد < 𝑥 < 1 

3. 𝑠𝑖𝑛−1 𝑠𝑖𝑛 𝑦  = 𝑦   ارا كاَد   −
𝜋

2
≤ 𝑦 ≤

𝜋

2
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 :علاقاخ اندوال انًثهثيح انعكسيح

 :يثرهُح

2. 𝑠𝑖𝑛−1 −𝑥 = −𝑠𝑖𝑛−1(𝑥) 1. 𝑐𝑜𝑠−1 −𝑥 = 𝜋 − 𝑐𝑜𝑠−1(𝑥) 

4. 𝑐𝑜𝑡−1 −𝑥 = −𝑐𝑜𝑡−1(𝑥) 3. 𝑡𝑎𝑛−1 −𝑥 = −𝑡𝑎𝑛−1(𝑥) 
6. 𝑐𝑠𝑐−1 −𝑥 = −𝑐𝑠𝑐−1(𝑥) 5. 𝑠𝑒𝑐−1 −𝑥 = 𝜋 − 𝑠𝑒𝑐−1(𝑥) 

8. 𝑐𝑠𝑐−1 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛−1(
1

𝑥
) 7. 𝑠𝑒𝑐−1 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠−1(

1

𝑥
) 

10. 𝑡𝑎𝑛−1 𝑥 + 𝑐𝑜𝑡−1 𝑥 =
𝜋

2
 9. 𝑠𝑖𝑛−1 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠−1 𝑥 =

𝜋

2
 

12. 𝑡𝑎𝑛−1 𝑥 + 𝑡𝑎𝑛−1 𝑦 = 𝑡𝑎𝑛−1(
𝑥 + 𝑦

1 − 𝑥𝑦
) 11. 𝑠𝑒𝑐−1 𝑥 + 𝑐𝑠𝑐−1 𝑥 =

𝜋

2
 

13. 𝑠𝑖𝑛−1 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛−1 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛−1(𝑥 1 − 𝑦2 + 𝑦 1 − 𝑥2) 

 :انثرهاٌ 

𝑦َفشع    .1 = 𝑐𝑜𝑠−1(−𝑥)   

𝑥−ٔعهّٛ َحظم عهٗ   = 𝑐𝑜𝑠⁡(𝑦)  ا٘ اٌ انضأٚح 𝑦ذمع تانشتع انصاَٙ أ انصانس . 

0 ٚكٌٕ   𝑐𝑜𝑠−1يٍ ذعشٚف   ≤ 𝑦 < 𝜋 ٌا٘ ا 𝑦َٙذمع تانشتع الأل أانصا . 

  ذمع تانشتع انصا𝑦َْٙٔزا ٚعُٙ  

⟹ 𝑥 = −𝑐𝑜𝑠 𝑦 = 𝑐𝑜 𝑠 𝜋 − 𝑦  ⟹  𝜋 − 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠−1 𝑥  ⟹   𝑦 = 𝜋 − 𝑐𝑜𝑠−1(𝑥) 

2.  ...6 .H.W 

7.      ×                                                     𝑦 = 𝑠𝑒𝑐−1 𝑥    ⟹    𝑥 = 𝑠𝑒𝑐 𝑦   ⟹   𝑥 =
1

𝑐𝑜𝑠  𝑦 
       

≤ 𝑥   ٚكٌٕ   𝑠𝑒𝑐−1يٍ ذعشٚف   𝑥  ا٘ اٌ   1 ≠ 0 

⟹ cos 𝑦 =
1

𝑥
  ⟹   𝑦 = 𝑐𝑜𝑠−1(

1

𝑥
) ⟹  𝑠𝑒𝑐−1 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠−1(

1

𝑥
)   

8. H.W 

𝑎َفشع  ×       .9 = 𝑠𝑖𝑛−1 𝑥 ,    𝑏 = 𝑐𝑜𝑠−1(𝑥)   ٌا٘ ا  𝑠𝑖𝑛 𝑎 = 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠⁡(𝑏) 

𝑎 + 𝑏 +
𝜋

2
= 𝜋 ⟹ 𝑎 + 𝑏 =

𝜋

2
⟹ 𝑠𝑖𝑛−1 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠−1 𝑥 =

𝜋

2
  

10.  ... 12 . H.W 

𝑎 َفشع    .13 = 𝑠𝑖𝑛−1 𝑥 ,    𝑏 = 𝑠𝑖𝑛−1(𝑦)     ٌا٘ ا 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛 𝑎 ,     𝑦 = 𝑠𝑖𝑛⁡(𝑏) 

𝑠𝑖𝑛 𝑎 + 𝑏 = 𝑠𝑖𝑛 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝑏 + 𝑐𝑜𝑠 𝑎 𝑠𝑖𝑛⁡(𝑏) 

                      = 𝑥 1 − 𝑦2 + 𝑦 1 − 𝑥2                          

⟹ 𝑎 + 𝑏 = 𝑠𝑖𝑛−1(𝑥 1 − 𝑦2 + 𝑦 1 − 𝑥2)  
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 :ايثهح

 𝑡𝑎𝑛⁡(𝑠𝑖𝑛−1 𝑥 )احغة    .1

𝑦َفشع    = 𝑠𝑖𝑛−1(𝑥)   ّٛٔعه  𝑥 = 𝑠𝑖𝑛⁡(𝑦) 

 

𝑡𝑎𝑛 𝑠𝑖𝑛−1 𝑥  = 𝑡𝑎𝑛 𝑦 =
𝑥

 1 − 𝑥2
 

      
             

 𝑐𝑜𝑠−1(−1)احغة    .2

𝑐𝑜𝑠−1 −1 = 𝜋 − 𝑐𝑜𝑠−1(1)  

𝑦 = 𝑐𝑜𝑠−1 1 ⟹ 1 = 𝑐𝑜𝑠 𝑦 ⟹ 𝑦 = 0 ⟹ 𝑐𝑜𝑠−1 −1 = 𝜋 − 0 = 𝜋  

𝑥ارا كاٌ  ×       .3 = 𝑠𝑖𝑛−1(−
 3

2
  𝑠𝑖𝑛 𝑥 ,   𝑐𝑜𝑠 𝑥 ,   𝑡𝑎𝑛 𝑥  ظذ كم يٍ  (

𝑥 = 𝑠𝑖𝑛−1  −
 3

2
 ⟹ 𝑥 = −𝑠𝑖𝑛−1  

 3

2
 = −

𝜋

3
   

𝑥 = 𝑠𝑖𝑛−1  −
 3

2
 ⟹ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 = −

 3

2
   

⟹ 𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 𝑐𝑜𝑠  −
𝜋

3
 = 𝑐𝑜𝑠  

𝜋

3
 =

1

2
  ⟹ 𝑡𝑎𝑛 𝑥 = 𝑡𝑎𝑛  −

 3

2
 = − 3    

)⁡𝑠𝑖𝑛−1(𝑠𝑖𝑛احغة    .4
5𝜋

7
)) 

تًا اٌ  
5𝜋

7
∉ [−

𝜋

2
,
𝜋

2
   فعهّٛ  [

𝑠𝑖𝑛−1(𝑠𝑖𝑛  
5𝜋

7
 ) = 𝑠𝑖𝑛−1  𝑠𝑖𝑛  𝜋 −

2𝜋

7
  = 𝑠𝑖𝑛−1  𝑠𝑖𝑛  

2𝜋

7
     

تًا اٌ  
2𝜋

7
∈ [−

𝜋

2
,
𝜋

2
𝑠𝑖𝑛−1  فعهّٛ                                                          [  𝑠𝑖𝑛  

5𝜋

7
  =

2𝜋

7
   

𝑡𝑎𝑛اشثد اٌ    .5  2𝑠𝑒𝑐−1  
3

2
  = −4 5 

𝑡𝑎𝑛  2𝑠𝑒𝑐−1  
3

2
  =  𝑡𝑎𝑛  2𝑐𝑜𝑠−1  

2

3
  =

𝑠𝑖𝑛  2𝑐𝑜𝑠−1 
2

3
  

𝑐𝑜𝑠 2𝑐𝑜𝑠−1 
2

3
  

=
2𝑠𝑖𝑛  𝑐𝑜𝑠−1 

2

3
  𝑐𝑜𝑠 𝑐𝑜𝑠−1 

2

3
  

2𝑐𝑜𝑠2 𝑐𝑜𝑠−1 
2

3
  −1

   

                                  =

4

3
𝑠𝑖𝑛  𝑐𝑜𝑠−1 

2

3
  

2(
2

3
)2−1

   

𝑎نٛكٍ    = 𝑐𝑜𝑠−1(
2

3
  ا٘ اٌ  (

2

3
= cos⁡(𝑎)  ٔيٍ انًصهس انمائى انضأٚح  

 َحظم عهٗ 

𝑠𝑖𝑛  𝑐𝑜𝑠−1  
2

3
  =

 5

3
⟹  𝑡𝑎𝑛  2𝑠𝑒𝑐−1  

3

2
  = −4 5 
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 :يشتقاخ اندوال انًثهثيح انعكسيح

𝑢 نركٍ  :يثرهُح = 𝑓(𝑥) ٗدانح لاتهح نلاشرماق تانُغثح ان 𝑥 .ٌفأ 

3.
𝑑

𝑑𝑥
𝑡𝑎𝑛−1 𝑢 =

1

1 + 𝑢2

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 2.

𝑑

𝑑𝑥
𝑐𝑜𝑠−1 𝑢 =

−1

 1 − 𝑢2

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 1.

𝑑

𝑑𝑥
𝑠𝑖𝑛−1 𝑢 =

1

 1 − 𝑢2

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

6.
𝑑

𝑑𝑥
𝑐𝑠𝑐−1 𝑢 =

−1

𝑢 𝑢2 − 1

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 5.

𝑑

𝑑𝑥
𝑠𝑒𝑐−1 𝑢 =

1

𝑢 𝑢2 − 1

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 4.

𝑑

𝑑𝑥
𝑐𝑜𝑡−1 𝑢 =

−1

1 + 𝑢2

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 

 :انثرهاٌ ×  

𝑦َفشع   .1 = 𝑠𝑖𝑛−1(𝑢)   عُذئز 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑢
.
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

𝑦 = 𝑠𝑖𝑛−1 𝑢 ⟹ 𝑢 = 𝑠𝑖𝑛 𝑦 ⟹
𝑑𝑢

𝑑𝑦
= 𝑐𝑜𝑠 𝑦 ⟹

𝑑𝑦

𝑑𝑢
=

1

𝑐𝑜𝑠⁡(𝑦)
  

𝑐𝑜𝑠2 𝑦 = 1 − 𝑠𝑖𝑛2 𝑦 ⟹ 𝑐𝑜𝑠2 𝑦 = 1 − 𝑢2 ⟹ 𝑐𝑜𝑠 𝑦 = ± 1 − 𝑢2  

−       تًا اٌ   
𝜋

2
≤ 𝑦 ≤

𝜋

2
= 𝑐𝑜𝑠 𝑦 ذمع تانشتع الأل أ انشاتع  ا٘ اٌ  𝑦 فأٌ   + 1 − 𝑢2 

𝑑𝑦

𝑑𝑢
=

1

 1−𝑢2
   ⟹  

𝑑

𝑑𝑥
𝑠𝑖𝑛−1 𝑢 =

1

 1−𝑢2
.
𝑑𝑢

𝑑𝑥
  

2. …   6  .H.W 

 :ايثهح

1. 𝑦 = 𝑐𝑠𝑐−1 𝑠𝑒𝑐 𝑥  + 𝑠𝑒𝑐−1(𝑐𝑠𝑐 𝑥 ) 

𝑦′ =
−1

𝑠𝑒𝑐  𝑥  𝑠𝑒𝑐2 𝑥 −1
 𝑠𝑒𝑐 𝑥 . 𝑡𝑎𝑛 𝑥  +

−1

𝑐𝑠𝑐 𝑥  𝑐𝑠𝑐2 𝑥 −1
 𝑐𝑠𝑐 𝑥 . 𝑐𝑜𝑡 𝑥    

     = −2 

2. 𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑦 = 𝑡𝑎𝑛−1 2𝑦 + 3𝑥𝑦  

⟹ 𝑐𝑜𝑠 𝑦 − 𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑦 𝑦′ =
1

1+4𝑦2
 2𝑦′ + 3𝑦 + 3𝑥𝑦′   

⟹ 𝑦′ =
𝑐𝑜𝑠 𝑦 −3𝑦

𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑦 +3𝑥+
2

1+4𝑦2

  

 

 :تكايلاخ تعطي َسة يثهثيح عكسيح

3. 
1

𝑢 𝑢2 − 1
𝑑𝑢 =  

𝑠𝑒𝑐−1 𝑢    + 𝑐

−𝑐𝑠𝑐−1 𝑢 + 𝑐
  2. 

1

1 + 𝑢2
𝑑𝑢 =  

𝑡𝑎𝑛−1 𝑢   + 𝑐

−𝑐𝑜𝑡−1 𝑢 + 𝑐
  1.   

1

 1 − 𝑢2
𝑑𝑢 =  

𝑠𝑖𝑛−1 𝑢    + 𝑐

−𝑐𝑜𝑠−1 𝑢 + 𝑐
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 :ايثهح

1.  
𝑑𝑢

 2−3𝑢2
=

1

 2
 

𝑑𝑢

 1−
3

2
𝑢2

 

𝑦2َفشع    =
3

2
𝑢2  ٌا٘ ا  𝑦 =

 3

 2
𝑢     ٌْٔزا ٚعُٙ ا 𝑑𝑦 =

 3

 2
𝑑𝑢 

 
𝑑𝑢

 2−3𝑢2
=

1

 2
 

1

 1−𝑦2
.
 2

 3
𝑑𝑦  =

1

 3
𝑠𝑖𝑛−1 𝑦 + 𝑐  =

1

 3
𝑠𝑖𝑛−1  

 3

 2
𝑢 + 𝑐  

2.  
𝑠𝑒𝑐2(𝑢)

 1−𝑡𝑎𝑛2(𝑢)
𝑑𝑢  

𝑦2َفشع    = 𝑡𝑎𝑛2(𝑢)  ٌا٘ ا  𝑦 = 𝑡𝑎𝑛⁡(𝑢)     ٌْٔزا ٚعُٙ ا 𝑑𝑦 = 𝑠𝑒𝑐2(𝑢)𝑑𝑢 

 
𝑠𝑒𝑐2(𝑢)

 1−𝑡𝑎𝑛2(𝑢)
𝑑𝑢 =  

𝑠𝑒𝑐2(𝑢)

 1−𝑦2
.

𝑑𝑦

𝑠𝑒𝑐2(𝑢)
= 𝑠𝑖𝑛−1 𝑦 + 𝑐 = 𝑠𝑖𝑛−1(𝑡𝑎𝑛 𝑢 ) + 𝑐  

3.  
𝑑𝑥

 20+8𝑥−𝑥2
=  

𝑑𝑥

 20− 𝑥2−8𝑥−16+16 
=

1

6
 

𝑑𝑥

 1−(
𝑥−4

4
)2

=
1

6
 𝑠𝑖𝑛−1  

𝑥−4

4
 + 𝑐  

4.   ×   
𝑑𝑢

𝑢 𝑢2−1

−
2

 3

− 2
=  𝑠𝑒𝑐−1(𝑢) 

− 2

−
2

 3 = 𝑠𝑒𝑐−1  −
2

 3
 − 𝑠𝑒𝑐−1(− 2)  

                      =  𝜋 − 𝑠𝑒𝑐−1  
2

 3
  −  𝜋 − 𝑠𝑒𝑐−1  2  = −𝑐𝑜𝑠−1  

 3

2
 + 𝑐𝑜𝑠−1  

1

 2
   

                      = −
π

6
+

π

4
=

π

12
  

 :تًاريٍ

 :احغة كم يٍ انركايلاخ انرانٛح .1

4. 
𝑥

4 + 𝑥4
𝑑𝑥

 2

0

 3. 
𝑑𝑥

𝑥 5𝑥2 − 3
 2. 

𝑑𝑥

5 + 6𝑥2
 1. 

𝑑𝑥

 36 − 12𝑥2
 

8. 
𝑑𝑥

𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1
 7. 

𝑥3 + 2𝑥2 − 𝑥 + 1

𝑥 + 2
𝑑𝑥 6. 

𝑑𝑥

𝑥2 + 𝑥 +
5
4

 5. 
cos⁡(𝑥)

1 + cos⁡(𝑥)
𝑑𝑥 

𝑦ارا كاٌ   .2 = (𝑠𝑖𝑛−1 𝑥 )2 ٌ1         اشثد ا + 𝑥2  𝑦′′ − 𝑥𝑦 − 2 = 0 

𝑦ارا كاٌ  .3 = (𝑠𝑖𝑛−1 𝑥 )2  ٔا  𝑦 = 𝑠𝑖𝑛⁡(𝑡𝑎𝑛−1 𝑥 )ٌ1  اشثد ا + 𝑥2 2 𝑦′′ + 2𝑥 1 + 𝑥2 𝑦′ + 𝑦 = 0  

𝑠𝑖𝑛−1اشثد اٌ     .4  
3

 10
 + 𝑠𝑖𝑛−1  

2

 5
 =

𝜋

4
       ٔ   𝑠𝑖𝑛−1  −

1

2
 + 𝑠𝑖𝑛−1  

 3

2
 =

𝜋

6
 

𝑡𝑎𝑛−1 كم يٍ    ظذ لًٛح .5  
1

8
 + 𝑡𝑎𝑛−1(

1

3
)  ٔ  𝑠𝑒𝑐−1 −2 − 𝑠𝑒𝑐−1(2) 
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 يثشُْح اشرماق انركايم ٔذطثٛماذٓا: انفظم انغاتع

 :يثرهُح اشتقاق انتكايم×  

𝑦           نركٍ   = 𝑓(𝑢) دانح يغرًشج عهٗ انفرشج [𝑎, 𝑏]  ٍٔنرك 𝐹 𝑢 =  𝑓 𝑡 𝑑𝑡
𝑢

𝑎
𝑢 حٛس اٌ   ∈ [𝑎, 𝑏] . 

,𝑎) ذكٌٕ لاتهح نلاشرماق عهٗ انفرشج 𝐹(𝑢)          عُذئز   𝑏)  ٌٕٔٚك 𝐹′ 𝑢 = 𝑓(𝑢)ٌا٘ ا  

𝑑

𝑑𝑢
 𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = 𝑓(𝑢)
𝑢

𝑎
  

 : يثرهُح اشتقاق انتكايمذعًٛى

𝑦        نركٍ   = 𝑓(𝑢) دانح يغرًشج عهٗ انفرشج [𝑎, 𝑏]  ٍٔنرك 𝐹 𝑢 =  𝑓 𝑡 𝑑𝑡
𝑢

𝑎
 دانح لاتهح نلاشرماق 𝑢 ٔكاَد 

,𝑎) ذكٌٕ لاتهح نلاشرماق عهٗ انفرشج 𝐹(𝑢) عُذئز  𝑥تانُغثح انٗ  𝑏)  ٌٕٔٚك 𝐹′ 𝑢 = 𝑓(𝑢)
𝑑𝑢

𝑑𝑥
  ا٘ اٌ

𝑑

𝑑𝑥
 𝑓 𝑡 𝑑𝑡 = 𝑓(𝑢)

𝑑𝑢

𝑑𝑥

𝑢

𝑎
  

 :ايثهح

ظذ   .1
𝑑

𝑑𝑢
 

sin⁡(𝑡)

𝑡

𝑢

1
 

= 𝑓 𝑡َفشع  
sin⁡(𝑡)

𝑡
= 𝐹 𝑢  فٛكٌٕ     𝑓 𝑡 𝑑𝑡

𝑢

1
 

,1) يغرًشج عهٗ انفرشج  𝑓تًا اٌ     فًٍ يثشُْح اشرماق انركايم َحظم عهٗ(∞+

𝐹′ 𝑢 =
𝑑

𝑑𝑢
 

𝑠𝑖𝑛  𝑡 

𝑡

𝑢

𝑎
𝑑𝑡 =

𝑠𝑖𝑛⁡(𝑢)

𝑢
   

𝑦نٛكٍ   ×   .2 =   1 − 𝑥20

𝑠𝑖𝑛−1(𝑡)
𝑑𝑥  فعذ  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
  

𝑦 =   1 − 𝑥20

𝑠𝑖𝑛−1 𝑡 
𝑑𝑥 = −  1 − 𝑥2𝑠𝑖𝑛−1(𝑡)

0
𝑑𝑥   

∋ 𝑠𝑖𝑛−1 𝑡تًا اٌ   = 𝑓 𝑥 ٔاٌ انذانح  [1,1−]  1 − 𝑥2 1−] يغرًشج عهٗ انفرشج,  ا٘ آَا ذكٌٕ [1

,0]يغرًشج عهٗ انفرشج     فعهّٛ يٍ ذعًٛى يثشُْح اشرماق انركايم ٚكٌٕ [1

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
 −  1 − 𝑥2𝑠𝑖𝑛−1 𝑡 

0
𝑑𝑥   = − 1 − (𝑠𝑖𝑛−1 𝑡 )2.

1

 1−𝑡2
   

𝑦نٛكٍ  ×    .3 =  
1

𝑥

2

1
𝑑𝑥   فعذ  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 

= 𝑓 𝑥تًا اٌ  
1

𝑥
,1]  دانح يغرًشج نهفرشج    ٔعهّٛ ًٚكٍ ذطثٛك يثشُْح 𝑡 ًٚكٍ اعرثاسْا دانح تانُغثح انٗ 2 ٔ [2

 ذعًٛى اشرماق انركايم ْٔزا ٚعُٙ 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
 

1

𝑥

2

1
𝑑𝑥 =

1

2
 0 = 0  
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𝑡2نٛكٍ   .4 =  
1

 1+𝑥2

𝑡𝑎𝑛 ⁡(𝑦)

0
𝑑𝑥  فعذ  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 

∋ 𝑡𝑎𝑛 𝑦تًا اٌ   = 𝑓 𝑡 ٔاٌ انذانح   (∞,∞−)
1

 1+𝑥2
 ٔعهّٛ ًٚكٍ ذطثٛك ذعًٛى (∞,0]  يغرًشج نهفرشج  

 يثشُْح اشرماق انركايم ٔتانشكم 

2𝑡 =
1

 1+𝑡𝑎𝑛2 𝑦 
. 𝑠𝑒𝑐2 𝑦 .

𝑑𝑦

𝑑𝑡
   ⟹  

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

2𝑡 

𝑠𝑒𝑐  𝑦 
  

 :تًاريٍ

𝑦ارا كاٌ    .1 =  𝑡𝑎𝑛−1 𝑡 𝑑𝑡
𝑥

1
1   اشثد اٌ     + 𝑥2 𝑦′′ + 𝑦′ + 𝑐𝑜𝑡−1 𝑥 − 1 =

𝜋

2
 

𝑦    ارا كاٌ  .2 =  𝑡 𝑑𝑡
𝑐𝑜𝑡−1(𝑥)

1
1   اشثد اٌ     − 𝑥2 𝑦′′ − 𝑥𝑦′ − 1 = 0 

 :اندانح انهىغارتًيح انطثيعيح

𝑦:      تانشكم𝑥ذعشف انذانح انهٕغاسذًٛح انطثٛعٛح انٗ   = 𝑙𝑛 𝑥 =  
1

𝑡

𝑥

1
𝑑𝑡,                 𝑥 > 0  

 :رسى دانح انهىغارتيى انطثيعيح×  

𝑢نٛكٍ   .1 = 𝑦  عُذئز ٚكٌٕ   1 = ln 1 = 𝑦ا٘ اٌ انًُحُٙ  . 0 = ln 𝑥  1) ًٚش تانُمطح, 0). 

يٍ يثشُْح اشرماق انركايم َحظم عهٗ       .2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑

𝑑𝑥
 

1

𝑡
𝑑𝑡

𝑥

1
=

1

𝑥
 ا٘ اٌ  

𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑛 𝑥 =

1

𝑥
 

  فُحظم عه𝑥ٗ دانح تانُغثح انٗ 𝑢ٔيٍ ذعًٛى يثشُْح اشرماق انركايم ٔعُذا ذكٌٕ 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑

𝑑𝑥
 

1

𝑡
𝑑𝑡

𝑢

1
=

1

𝑢
.
𝑑𝑢

𝑑𝑥
      ⟹     

𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑛 𝑢 =

1

𝑢
.
𝑑𝑢

𝑑𝑥
  

𝑢تًا اٌ   .3 > ′𝑦  فأٌ  0 =
1

𝑥
>  ا٘ اٌ انذانح  0

𝑦 = ln⁡(𝑥)ذكٌٕ يرضاٚذج  . 

′′𝑦تًا اٌ   .4 = −
1

𝑢2
< 𝑦 فأٌ انذانح  0 = ln⁡(𝑥)  

 .ذكٌٕ يحذتح

′𝑦تًا اٌ    .5 =
1

𝑥
 فعهّٛ انذانح  (∞,0)  يعشفح عهٗ  

𝑦 = ln⁡(𝑥) ْٗٔزا (∞,0)  ذكٌٕ لاتهح نلاشرماق عه 

𝑦ٚعُٙ اٌ انذانح   = ln⁡(𝑥) ٗذكٌٕ يغرًشج عه  

 .انفرشج َفغٓا

6. 𝑦′ 1 = 𝑢  ا٘ اٌ انًًاط عُذيا  1 =  ٚظُع 1

45صأٚح يمذاسْا  
∘

 . تالاذعاِ انًٕظة𝑥- يع انًحٕس

 

 

 

 

 :يلاحظاخ

1. 𝐷𝑓 =  0,∞ ,                                                        𝑅𝑓 =  −∞,∞  

2. 𝑙𝑖𝑚𝑥→0+ 𝑙𝑛⁡(𝑥) = −∞,                                    𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ 𝑙𝑛⁡(𝑥) = +∞  
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3. 
𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑛 𝑢 =

1

𝑢
.
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

                                                                           .4     :  عذدٍٚ حمٛمٍٛ يٕظثٍٛ عُذئز𝑎ٔ  𝑏 نٛكٍ كم يٍ

2). 𝑙𝑛  
𝑎

𝑏
 = 𝑙𝑛 𝑎 − 𝑙𝑛⁡(𝑏)            1). 𝑙𝑛 𝑎. 𝑏 = 𝑙𝑛 𝑎 + 𝑙𝑛⁡(𝑏) 

4). 𝑙𝑛  
1

𝑎
 = −𝑙𝑛⁡(𝑎) 

           3). 𝑙𝑛 𝑎𝑟 = 𝑟. 𝑙𝑛 𝑎  

 

 

 :تكايلاخ تعطي اندانح انهىغارتيًيح انطثيعيح

 
𝑑𝑢

𝑢
=  

    𝑙𝑛 𝑢 + 𝑐,                       𝑢 > 0
− 𝑙𝑛 𝑢 + 𝑐,                       𝑢 < 0

   

 :ايثهح

ظذ   .1
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 :  نكم يًا ٚأذٙ

𝑦 = 𝑙𝑛 𝑥2 + 1  ⟹ 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑥2+1
.  2𝑥   

𝑦 = 𝑙𝑛  𝑠𝑖𝑛 2𝑥    ⟹  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑠𝑖𝑛  2𝑥 
.  2 𝑐𝑜𝑠 2𝑥    

𝑙𝑛 𝑥𝑦 = 𝑙𝑛 𝑥 + 𝑦   ⟹  
1

𝑥𝑦
.  𝑥𝑦′ + 𝑦 =

1

𝑥+𝑦
.  1 + 𝑦′   ⟹  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥𝑦−(𝑥+𝑦)

𝑥2
  

 :ظذ كم يٍ انركايلاخ انرانٛح .2

(1)  
𝑥

𝑥−1
𝑑𝑥 

𝑢َفشع  : انطشٚمح الأنٗ = 𝑥 − 𝑑𝑢  ْٔزا ٚعُٙ  1 = 𝑑𝑥 

⟹  
𝑥

𝑥−1
𝑑𝑥 =  

𝑢+1

𝑢
𝑑𝑢 =   1 +

1

𝑢
 𝑑𝑢 = 𝑢 + 𝑙𝑛 𝑢 + 𝑐 =  𝑥 − 1 + 𝑙𝑛 𝑥 − 1 + 𝑐  

                        = 𝑥 + 𝑙𝑛 𝑥 − 1 + 𝑐  

 :          انطشٚمح انصاَٛح
𝑥

𝑥−1
𝑑𝑥 =  

𝑥−1+1

𝑥−1
𝑑𝑥 =   1 +

1

𝑥−1
 𝑑𝑥 = 𝑥 + 𝑙𝑛 𝑥 − 1 + 𝑐 

 : انطشٚمح انصانصح

 :تًا اٌ دسظح انثغؾ ذغأ٘ دسظح انًماو َغرطٛع اٌ َغرخذو انمغًح انطٕٚهح ٔتانشكم

 

 
𝑥

𝑥−1
𝑑𝑥 =   1 +

1

𝑥−1
 𝑑𝑥  =  𝑥 + 𝑙𝑛 𝑥 − 1 + 𝑐  
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(2)  
𝑥2

𝑥3−4
𝑑𝑥 

𝑥3تًا اٌ اط انًماو  : انطشٚمح الأنٗ −  يًكٍ ذٕفٛشْا فعهّٛ َاذط انركايم ْٕ انذانح 3𝑥2 ٔيشرمرّ  1ْٕ  4

 :  انهٕغاسذًٛٛح انطثٛعٛح نهًماو ٔتانشكم
𝑥2

𝑥3−4
𝑑𝑥 =

1

3
𝑙𝑛 𝑥3 − 4 + 𝑐                

𝑢َفشع   : انطشٚمح انصاَٛح = 𝑥3 − 𝑑𝑢   فُحظم عهٗ  4 = 3𝑥2𝑑𝑥 

⟹  
𝑥2

𝑥3−4
𝑑𝑥 =

1

3
 
𝑑𝑢

𝑢
=

1

3
𝑙𝑛  𝑥3 − 4  + 𝑐  

 

(3)  
𝑥3

𝑥2+1
𝑑𝑥 

𝑢َفشع  : انطشٚمح الأنٗ = 𝑥2 + 𝑑𝑢  فُحظم عهٗ  1 = 2𝑥 𝑑𝑥 

⟹  
𝑥3

𝑥2+1
𝑑𝑥 =

1

2
 
𝑥2

𝑢
𝑑𝑢 =

1

2
 
𝑢−1

𝑢
𝑑𝑢 =

1

2
  1 −

1

𝑢
 𝑑𝑢 =

1

2
(𝑢 − 𝑙𝑛  𝑢  + 𝑐   

                                     =
1

2
((𝑥2 + 1) − 𝑙𝑛  𝑥2 + 1  + 𝑐   

 تًا اٌ دسظح انثغؾ اكثش يٍ دسظح انًماو فُغرخذو ؽشٚمح انمغًح انطٕٚهح ٔتانشكم: انطشٚمح انصاَٛح

          
𝑥3

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 =   𝑥 −

𝑥

𝑥2 + 1
 𝑑𝑥 =  𝑥 𝑑𝑥 −

1

2
 

2𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 

                                  =
1

2
𝑥2 −

1

2
𝑙𝑛 𝑥2 + 1 + 𝑐  

 
 

(4)    ×  
𝑥+1

𝑥2+2𝑥+7
𝑑𝑥 

𝑢َفشع    = 𝑥2 + 2𝑥 + 𝑑𝑢  ْٔزا ٚعُٙ اٌ   7 =  2𝑥 + 2 𝑑𝑥 

⟹  
𝑥+1

𝑥2+2𝑥+7
𝑑𝑥 =  

𝑥+1

𝑢
.

𝑑𝑢

2 𝑥+1 
 =

1

2
 

1

𝑢
𝑑𝑢 =

1

2
𝑙𝑛 𝑢 + 𝑐 = 𝑙𝑛  𝑥2 + 2𝑥 + 7 + 𝑐  

 

(5)   ×   𝑡𝑎𝑛 2𝑥 𝑑𝑥 = −
1

2
 
−2 𝑠𝑖𝑛  2𝑥 

𝑐𝑜𝑠  2𝑥 
𝑑𝑥 = −

1

2
𝑙𝑛  𝑐𝑜𝑠 2𝑥   + 𝑐  

 

(6)  𝑠𝑒𝑐 𝑥 𝑑𝑥 =  𝑠𝑒𝑐 𝑥 .
𝑠𝑒𝑐  𝑥 +𝑡𝑎𝑛  𝑥 

𝑠𝑒𝑐  𝑥 +𝑡𝑎𝑛  𝑥 
𝑑𝑥 =  

𝑠𝑒𝑐2 𝑥 +𝑠𝑒𝑐  𝑥 .𝑡𝑎𝑛  𝑥 

𝑠𝑒𝑐  𝑥 +𝑡𝑎𝑛  𝑥 
= 𝑙𝑛  𝑠𝑒𝑐 𝑥 + 𝑡𝑎𝑛 𝑥   + 𝑐  

 

 

 :تًاريٍ

4. 
𝑑𝑥

𝑠𝑒𝑐 2𝑥 − 𝑡𝑎𝑛 2𝑥 
 3. 

(𝑙𝑛 𝑥 )2

𝑥
𝑑𝑥 2. 

𝑥 𝑙𝑛 1 + 𝑥2 

1 + 𝑥2
𝑑𝑥 1. 

𝑑𝑥

 𝑥 1 +  𝑥 
 

 

 
7. 

𝑙𝑛⁡(𝑥)

𝑥(1 + 𝑙𝑛 𝑥 )
 6. 

𝑥3 + 2𝑥2 − 𝑥 + 1

𝑥 + 2
𝑑𝑥 5. 

𝑙𝑛 𝑥 

𝑥(1 + (𝑙𝑛 𝑥 )2)
𝑑𝑥 
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 :الاشتقاق انهىغاريتًي

𝑦نٛكٍ     = (𝑓 𝑥 )𝑔(𝑥)      ٗٔتأخز انهٕغاٚرى انطثٛعٙ نهطشفٍٛ َحظم عه     ln 𝑦 = 𝑔 𝑥 ln⁡(𝑓 𝑥 ) 

 فُحظم عهٗ    𝑥َشرك انطشفٍٛ تانُغثح انٗ انًرغٛش  
1

𝑦
𝑦′ = 𝑔 𝑥 .

1

𝑓 𝑥 
𝑓 ′ 𝑥 + 𝑔′ 𝑥 𝑙𝑛⁡(𝑓 𝑥 ) 

             ⟹ 𝑦′ = (𝑓 𝑥 )𝑔 𝑥  
𝑔 𝑥 

𝑓 𝑥 
𝑓 ′ 𝑥 + 𝑔′ 𝑥 𝑙𝑛 𝑓 𝑥        

 :ايثهح

1. 𝑦 = 4 + 𝑥𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥) ⟹ 𝑦′ = 0 + 𝑥𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥)  
𝑠𝑖𝑛  𝑥 

𝑥
.  1 + 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑙𝑛⁡( 𝑥 )    

2. 𝑦 = 𝑥2. 2𝑥 ⟹ 𝑦′ = 2𝑥. 2𝑥 + 𝑥2  2𝑥  
𝑥

2
 0 + 1. 𝑙𝑛 2   = 𝑥. 2𝑥+1 + 𝑙𝑛⁡(2𝑦)    

 :اندانح الاسيح

  تأَٓا يعكٕط انذانح انهٕغاسٚرًٛح انطثٛعٛح ا٘ ا𝑥ٌذعشف انذانح الاعٛح تانُغثح انٗ  

𝑦 = 𝑒𝑥   ⟺   𝑥 = ln⁡(𝑦)                                                  

 : رسى اندانح الاسيح×  

𝑥عُذيا   .1 = 𝑦  فأٌ  1 = 𝑒1  1  يٍ ذعشٚف انذانح الاعٛح = ln⁡(𝑦)   ُْٙٔزا ٚع  𝑒1 = 𝑦 ≅ 2.718 

 تًا اٌ انذانح الاعٛح ْٙ يعكٕط دانح انهٕغاٚرًٙ انطثٛعٛح ٔعهّٛ  .2

𝐷𝑓يعال انذانح الاعٛح ْٕ يذٖ دانح انهٕغاٚرًٙ انطثٛعٛح  ا٘ اٌ    = (−∞,∞) 

𝑅𝑓يذٖ انذانح الاعٛح ْٕ يعال دانح انهٕغاٚرًٙ انطثٛعٛح  ا٘ اٌ    = (0,∞) 

 .𝑥- اعلاِ َحظم عهٗ اٌ تٛاٌ انذانح الاعٛح فٙ انشتع الأل أ انصاَٙ ٔغٛش لاؽع نهًحٕس(2)يٍ  .3

𝑥عُذيا   .4 = 𝑦 فأٌ  0 = 𝑒0  ٌ0  ا٘ ا = ln⁡(𝑦)  ُْٙٔزا ٚع  𝑦 = 1 

 .(0,1)ا٘ اٌ يُحُٙ انذانح انذانح الاعٛح ًٚش تانُمطح  

𝑦تًا اٌ   .5 = 𝑒𝑥 𝑥  ٔعهّٛ ٚكٌٕ    = ln⁡(𝑦) ٗٔتأشرماق انطشفٍٛ تانُغثح ان 𝑥 َٗحظم عه  

1 =
1

𝑦
𝑦′  ⟹  𝑦′ = 𝑦   ⟹   𝑦′ = 𝑒𝑥   ⟹  

𝑑

𝑑𝑥
 𝑒𝑥 = 𝑒𝑥   

     فأ𝑥ٌ  دانح تانُغثح انٗ  𝑢ٔتظٕسج عايح عُذيا  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑒𝑢 .

𝑑𝑢

𝑑𝑥
              

تًا اٌ   .6
𝑑

𝑑𝑥
 𝑒𝑥 = 𝑒𝑥 ٗيعشفح عه  ℝ ْٗٔزا ٚعُٙ اٌ  انذانح الاعٛح لاتهح نلاشرماق عه ℝ  

 .ℝٔتانرانٙ انذانح الاعٛح يغرًشج عهٗ 

′𝑦تًا اٌ   .7 = 𝑒𝑥 >  .  ٔعهّٛ انذانح الاعٛح يرضاٚذج0
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′𝑦تًا اٌ   .8 = 𝑒𝑥 <   ٔعهّٛ انذانح الاعٛح 0

                                          .يمعشج

𝑥عُذيا   .9 = = 𝑦′ 0  فأٌ  0  ا٘ اٌ يًاط 1

𝑥انذانح الاعٛح عُذ   =  ٚظُع صأٚح يمذاسْا  0

  .𝑥- يع انًحٕس45°

 

 :يلاحظاخ

1. 𝐷𝑓 =  −∞,∞ ,                                   𝑅𝑓 = (0,∞) 

2. 
𝑑

𝑑𝑥
(𝑒𝑢) = 𝑒𝑢 .

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 ,   

3. lim𝑥→+∞ 𝑒𝑥 = +∞,                           lim𝑥→−∞ 𝑒𝑥 = 0   

4. 𝑒𝑎+𝑏 = 𝑒𝑎 . 𝑒𝑏 ,                                    𝑒𝑎−𝑏 =
𝑒𝑎

𝑒𝑏
,                                  (𝑒𝑎)𝑟 = 𝑒𝑎𝑟   

5. ln 𝑒𝑥 = 𝑥,                                          𝑒ln⁡(𝑥) = 𝑥   

𝑒2𝑦 نٛكٍ   :يثال = ln⁡(𝑥 + 𝑒3𝑥2+1)  ظذ  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

𝑒2𝑦 .  2𝑦′ =
1

𝑥+𝑒3𝑥2+1
.  1 + 𝑒3𝑥2+1.  6𝑥     

𝑦′ =
1+6𝑥.𝑒3𝑥2+1

2𝑒2𝑦 (𝑥+𝑒3𝑥2+1)
  

                 : تكايم اندانح الاسيح

                  :ايثهح  

1.  𝑒3𝑥𝑑𝑥 

𝑢 َفشع    = 3𝑥 ٌٕٔعهّٛ ٚك     𝑑𝑢 = 3𝑑𝑥   

 𝑒3𝑥𝑑𝑥 =
1

3
 𝑒𝑢𝑑𝑢   =

1

3
𝑒𝑢 + 𝑐   =

1

3
𝑒3𝑥 + 𝑐  

2.  𝑒−𝑥 𝑠𝑒𝑐2(2 − 𝑒−𝑥)𝑑𝑥  

𝑢َفشع    = 2 − 𝑒−𝑥  ٌٕٔعهٙ ٚك  𝑑𝑢 = 𝑒−𝑥𝑑𝑥 

 𝑒−𝑥 𝑠𝑒𝑐2 2 − 𝑒−𝑥 𝑑𝑥 =  𝑠𝑒𝑐2 𝑢 𝑑𝑢 = 𝑡𝑎𝑛 𝑢 + 𝑐 = 𝑡𝑎𝑛 2 − 𝑒−𝑥 + 𝑐  

3.  
1

1+𝑒−𝑥
𝑑𝑥 

 : انطشٚمح الأنٗ

 
1

1+𝑒−𝑥
𝑑𝑥 =  

1

1+𝑒−𝑥
.
𝑒𝑥

𝑒𝑥
𝑑𝑥 =  

𝑒𝑥

𝑒𝑥+1
𝑑𝑥 = 𝑙𝑛  𝑒𝑥 + 1  + 𝑐   

 𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝑐 
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 تأعرخذاو انمغًح انطٕٚهح ٚكٌٕ : انطشٚمح انصاَٛح

  
1

1 + 𝑒−𝑥
𝑑𝑥 =   1 +

−𝑒−𝑥

1 + 𝑒−𝑥
 𝑑𝑥 = 𝑥 + 𝑙𝑛 1 + 𝑒−𝑥 + 𝑐 

                          = 𝑙𝑛 𝑒𝑥 + 𝑙𝑛 1 + 𝑒−𝑥 + 𝑐 = 𝑙𝑛 𝑒𝑥 1 + 𝑒−𝑥  + 𝑐 

                             = 𝑙𝑛 𝑒𝑥 + 1 + 𝑐  

4.  
𝑒2𝑥

𝑒𝑥+3
𝑑𝑥  

𝑢َفشع  : انطشٚمح الأنٗ = 𝑒𝑥 + 𝑑𝑢  ْٔزا ٚعُٙ اٌ  3 = 𝑒𝑥𝑑𝑥 

 
𝑒2𝑥

𝑒𝑥+3
𝑑𝑥 =  

𝑒𝑥 .𝑒𝑥

𝑒𝑥+3
𝑑𝑥 =  

𝑢−3

𝑢
𝑑𝑢 =   1 −

3

𝑢
 𝑑𝑢 = 𝑢 − 3 𝑙𝑛  𝑢  + 𝑐  

                        = 𝑒𝑥 + 3 − 3 𝑙𝑛 𝑒𝑥 + 3 + 𝑐 = 𝑒𝑥 − 3 𝑙𝑛 𝑒𝑥 + 3 + 𝑐  

 :تأعرخذاو انمغًح انطٕٚهح ٔتانشكم: انطشٚمح انصاَٛح

 

 
𝑒2𝑥

𝑒𝑥+3
𝑑𝑥 =  (𝑒𝑥 −

3𝑒𝑥

𝑒𝑥+3
)𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 − 3 𝑙𝑛  𝑒𝑥 + 3  + 𝑐  

 

 :تًاريٍ

𝑦نٛكٍ    .1 = ln⁡(𝑥 +  𝑥2 + 2𝑦   اشثد   (1 = 𝑒𝑦 − 𝑒−𝑦 

𝑦ارا كاٌ   .2 = 𝑐𝑜𝑠−1(𝑒𝑥)  اشثد   𝑠𝑖𝑛2 𝑦 𝑦′′ + 𝑐𝑜𝑠2 𝑦 𝑦′ = −sin 𝑦 cos⁡(𝑦) 

𝑎 نٛكٍ   :اندانح الاسيح انعايح×   > 𝑎𝑥  عُذئز َعشف                           0 = 𝑒𝑥𝑙𝑛 (𝑎) 

ْٙ    𝑥    دانح لاتهح نلاشرماق تانُغثح انٗ  𝑢يشرمح انذانح الاعٛح انعايح حٛس  
𝑑

𝑑𝑥
𝑎𝑢 = 𝑎𝑢 𝑙𝑛 𝑎 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

𝑢 ارا كاَد    :اندانح انهىغايتًيح انعايح×   > 0  ٔ     𝑎 >  (𝑎 ≠  عُذئز َعشف   (1

𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑥 =
𝑙𝑛⁡(𝑥)

𝑙𝑛⁡(𝑎)
 

ْٙ    𝑥 دانح لاتهح نلاشرماق تانُغثح انٗ  𝑢يشرمح انذانح انهٕغاٚرًٛح انعايح حٛس  
𝑑

𝑑𝑥
𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑢 =

1

𝑢 𝑙𝑛 (𝑎)
.
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 :ايثهح×  

1. 𝑙𝑜𝑔2 4 =
𝑙𝑛⁡(4)

𝑙𝑛⁡(2)
=

𝑙𝑛⁡(22)

𝑙𝑛⁡(2)
= 2   

2.  
1

𝑥
𝑙𝑜𝑔3 𝑥 𝑑𝑥 =  

1

𝑥

𝑙𝑛 𝑥 

𝑙𝑛 3 
𝑑𝑥 =

1

𝑙𝑛 3 
 

1

𝑥
𝑙𝑛 𝑥 𝑑𝑥 =

1

𝑙𝑛 3 
(

1

2
𝑙𝑛2 𝑥 ) + 𝑐  
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 :ؽشق انركايم: انفظم انصايٍ

  عُذئز𝑥 دانح لاتهح نلاشرماق تانُغثح انٗ 𝑢  ٔ 𝑣 نركٍ كم يٍ  :انتكايم تانتجزئح .1

𝑑 𝑢. 𝑣 = 𝑢. 𝑑𝑣 + 𝑣. 𝑑𝑢 ⟹  𝑑 𝑢. 𝑣 =  𝑢. 𝑑𝑣 +  𝑣. 𝑑𝑢  

⟹ 𝑢.𝑣 =  𝑢. 𝑑𝑣 +  𝑣. 𝑑𝑢 ⟹   𝑢. 𝑑𝑣 =𝑢. 𝑣 −  𝑣. 𝑑𝑢  

  :يلاحظح

 تحٛس 𝑑𝑣َخراس .  ٔالاخرٛاس لاتم نهرغٛٛش𝑑𝑣 ٔالاخش 𝑢َعضء دانح انركايم انٗ ظضئٍٛ احذًْا َشيض نّ تانشيض  .1

.𝑣 تالايكاٌ ذكايهّ ٔكزنك حغة عٕٓنح ٔطعٕتح أ تالايكاٌ ٔغٛش انًًكٍ حم انركايم   𝑑𝑢. 

 .تالايكاٌ ذطثٛك ؽشٚمح انرعضئح عذج يشاخ لاٚعاد انحم كًا ْٕ يٕػح تالايصهح ادَاِ .2

 :ايثهح

1.  𝑥. 𝑒𝑥 𝑑𝑥  

𝑢 )ارا فشػُا   = 𝑒𝑥 ,               𝑑𝑣 = 𝑥𝑑𝑥)  (𝑑𝑢 = 𝑒𝑥𝑑𝑥,         𝑣 =
1

2
𝑥2)   ⟸  

.𝑥 فٛكٌٕ انركايم   𝑒𝑥 𝑑𝑥 =
1

2
𝑥2. 𝑒𝑥 −

1

2
 𝑥2𝑒𝑥𝑑𝑥 اكصش ذعمٛذا ٔعهّٛ ٚفشم الاخرٛاس َٔعٛذِ تانشكم   

𝑢)َفشع    = 𝑥,               𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥)  (𝑑𝑢 = 𝑑𝑥,         𝑣 = 𝑒𝑥)   ⟸ 

⟹  𝑥. 𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥. 𝑒𝑥 −  𝑒𝑥𝑑𝑥  = 𝑥. 𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝑐 

 

2.  𝑥2 . 𝑒𝑥𝑑𝑥  

𝑢)َفشع    = 𝑥2,               𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥)  (𝑑𝑢 = 2𝑥𝑑𝑥,         𝑣 = 𝑒𝑥)   ⟸ 

⟹  𝑥2 . 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑥2. 𝑒𝑥 −   2𝑥 𝑒𝑥𝑑𝑥  

.𝑥 َحم انركايم   𝑒𝑥 𝑑𝑥ٖاعلاِ ٚكٌٕ (1)يٍ انًصال .  تطشٚمح انرعضئح يشج اخش 

 𝑥2 . 𝑒𝑥𝑑𝑥 = (𝑥2 − 2𝑥 − 2)𝑒𝑥 + 𝑐  

 

3.  𝑥. 𝑡𝑎𝑛−1 𝑥 𝑑𝑥  

 

𝑢)َفشع  = 𝑡𝑎𝑛−1 𝑥 ,        𝑑𝑣 = 𝑥𝑑𝑥)  (𝑑𝑢 =
1

𝑥2+1
𝑑𝑥,       𝑣 =

1

2
𝑥2)   ⟸    

          ⟹  𝑥. 𝑡𝑎𝑛−1 𝑥 𝑑𝑥 =
1

2
𝑥2𝑡𝑎𝑛−1 𝑥 −

1

2
 

𝑥2

𝑥2+1
𝑑𝑥 =

1

2
𝑥2𝑡𝑎𝑛−1 𝑥 −

1

2
 
𝑥2+1−1

𝑥2+1
𝑑𝑥   

                                                 =
1

2
𝑥2𝑡𝑎𝑛−1 𝑥 −

1

2
 (1 −

1

𝑥2+1
)𝑑𝑥 =

1

2
𝑥2𝑡𝑎𝑛−1 𝑥 −

1

2
 𝑥 − 𝑡𝑎𝑛−1 𝑥  + 𝑐   
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4.  𝑠𝑖𝑛  𝑥 𝑑𝑥  

𝑦َفشع    =  𝑥    ُْٙٔزا ٚع   𝑑𝑦 =
1

2 𝑥
𝑑𝑥 

⟹  𝑠𝑖𝑛  𝑥 𝑑𝑥 =  2𝑦 𝑠𝑖𝑛 𝑦 𝑑𝑦  

𝑢)َفشع    = 𝑦,        𝑑𝑣 = 𝑠𝑖𝑛 𝑦 𝑑𝑦)     𝑑𝑢 = 𝑑𝑦,         𝑣 = −𝑐𝑜𝑠 𝑦     ⟸ 

    ⟹  2𝑦 𝑠𝑖𝑛 𝑦 𝑑𝑦 = 2(−𝑦𝑐𝑜𝑠 𝑦 +  𝑐𝑜𝑠 𝑦 𝑑𝑦) = 2 −𝑦𝑐𝑜𝑠 𝑦 + 𝑠𝑖𝑛 𝑦  + 𝑐 

 𝑠𝑖𝑛  𝑥 𝑑𝑥 = 2 − 𝑥𝑐𝑜𝑠  𝑥 + 𝑠𝑖𝑛  𝑥  + 𝑐  

 

5.  𝑒2𝑥 𝑠𝑖𝑛 3𝑥 𝑑𝑥  

𝑢)َفشع    = 𝑒2𝑥 ,        𝑑𝑣 = 𝑠𝑖𝑛 3𝑥 𝑑𝑥)     𝑑𝑢 = 2𝑒2𝑥𝑑𝑥,         𝑣 = −
1

3
𝑐𝑜𝑠 𝑦     ⟸ 

      𝑒2𝑥 𝑠𝑖𝑛 3𝑥 𝑑𝑥 = −
1

3
𝑒2𝑥 𝑐𝑜𝑠 3𝑥 +

2

3
 𝑒2𝑥 𝑐𝑜𝑠 3𝑥 𝑑𝑥 …………(*) 

𝑒2𝑥  الاٌ َحم انركايم   𝑐𝑜𝑠 3𝑥 𝑑𝑥تانرعضئح اٚؼا  

𝑢)َفشع    = 𝑒2𝑥 ,        𝑑𝑣 = 𝑐𝑜𝑠 3𝑥 𝑑𝑥)     𝑑𝑢 = 2𝑒2𝑥𝑑𝑥,         𝑣 =
1

3
𝑠𝑖𝑛 3𝑥     ⟸ 

         𝑒2𝑥 𝑐𝑜𝑠 3𝑥 𝑑𝑥 =
1

3
𝑒𝑥 𝑠𝑖𝑛 3𝑥 −

2

3
 𝑒2𝑥 𝑠𝑖𝑛 3𝑥 𝑑𝑥 

 اعلاِ َحظم عهٗ (*)تانرعٕٚغ فٙ انًعادنح  

       𝑒2𝑥 𝑠𝑖𝑛 3𝑥 𝑑𝑥 = −
1

3
𝑒2𝑥 𝑐𝑜𝑠 3𝑥 +

2

3
(

1

3
𝑒2𝑥 𝑠𝑖𝑛 3𝑥 −

2

3
 𝑒2𝑥 𝑠𝑖𝑛 3𝑥 𝑑𝑥)  

                                       =
9

13
 −

1

3
𝑒2𝑥 𝑐𝑜𝑠 3𝑥 +

2

9
𝑒2𝑥 𝑠𝑖𝑛 3𝑥  + 𝑐  

 :تًاريٍ

 :ظذ كم يٍ انركايلاخ انرانٛح .1

4. 𝑐𝑜𝑡−1( 𝑥) 𝑑𝑥 3. (𝑙𝑛 𝑥 )2𝑑𝑥 2. 𝑥 𝑙𝑛 𝑥 𝑑𝑥 1. 𝑒 𝑥 𝑑𝑥 

8. 𝑥𝑛𝑒𝑥𝑑𝑥,     𝑛 = 1, 2, 3, … 7. 𝑠𝑖𝑛3(𝑥) 𝑑𝑥 6. 𝑐𝑜𝑠⁡(𝑙𝑛 𝑥 ) 𝑑𝑥 5. 𝑐𝑜𝑠⁡(𝑙𝑛 𝑥 ) 𝑑𝑥 

2.  𝑠𝑖𝑛 𝑙𝑛 𝑥  𝑑𝑥 =
𝑥

2
 𝑠𝑖𝑛 𝑙𝑛 𝑥  − 𝑐𝑜𝑠 𝑙𝑛 𝑥   + 𝑐            ٌاشثد ا 

𝑒𝑦       شى اعرخذيٓا لاٚعاد انركايم      𝑠𝑖𝑛 𝑦 𝑑𝑦 
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 :انتكايم تانتعىيضاخ انًثهثيح .2

,𝑎2−𝑏2𝑥2 ارا احرٕخ دانح انركايم فٙ انثغؾ أ انًماو عهٗ احذ انًمادٚش انرانٛح   𝑎2+𝑏2𝑥2,  𝑏2𝑥2 − 𝑎2 

,𝑎2−𝑏2𝑥2أ احرٕخ دانح انركايم فٙ انًماو عهٗ احذ انًمذاسٍٚ                          𝑎2+𝑏2𝑥2 

 :عُذئز َغرخذو انرعٕٚؼاخ انًصهصٛح ادَاِ نحم انركايم ٔتانشكم انرانٙ

  فٙ انًماو 𝑎2−𝑏2𝑥2 فٙ انثغؾ أ انًماو أ ٔظذ انًمذاس 𝑎2−𝑏2𝑥2 ارا ٔظذ انًمذاس 

 
𝑥َفشع   =

𝑎

𝑏
𝑠𝑖𝑛⁡(𝜃). 

 

  فٙ انًماو 𝑎2+𝑏2𝑥2 فٙ انثغؾ أ انًماو أ ٔظذ انًمذاس 𝑎2+𝑏2𝑥2 ارا ٔظذ انًمذاس  

 
𝑥   َفشع =

𝑎

𝑏
𝑡𝑎𝑛⁡(𝜃). 

𝑏2𝑥2 ارا ٔظذ انًمذاس  − 𝑎2 َفشع     فٙ انثغؾ أ انًماو𝑥 =
𝑎

𝑏
𝑠𝑒𝑐⁡(𝜃). 

 :ايثهه

1.  
𝑥3

 2−𝑥2
𝑑𝑥  

2 تًا اَّ ٕٚظذ انًمذاس  − 𝑥2    فٙ انًماو فُغرخذو انفشػٛح 𝑥 =
 2

1
𝑠𝑖𝑛⁡(𝜃)  

𝑑𝑥ا٘ اٌ    =  2𝑐𝑜𝑠⁡(𝜃)𝑑𝜃 

 
𝑥3

 2−𝑥2
𝑑𝑥 =  

  2 𝑠𝑖𝑛  𝜃  
3

 2−  2 𝑠𝑖𝑛  𝜃  
2

( 2 𝑐𝑜𝑠 𝜃 )𝑑𝜃 = −2
3

2  𝑠𝑖𝑛3  𝜃 𝑑𝜃  

                   = −2
3

2  𝑠𝑖𝑛⁡(𝜃)𝑠𝑖𝑛2  𝜃 𝑑𝜃 = −2
3

2  𝑠𝑖𝑛 𝜃 (1 − 𝑐𝑜𝑠2  𝜃 )𝑑𝜃  

                   = −2
3

2  (𝑠𝑖𝑛 𝜃 − 𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠2  𝜃 )𝑑𝜃 = −2
3

2  −𝑐𝑜𝑠 𝜃 +
1

3
𝑐𝑜𝑠3 𝜃  + 𝑐  

𝑥تًا اٌ   =
 2

1
𝑠𝑖𝑛⁡(𝜃)   ٌٔيٍ انًصهس انمائى انضأٚح َعذ ا 𝑐𝑜𝑠 𝜃 =  2 − 𝑥2 ٌا٘ ا  

     
𝑥3

 2−𝑥2
𝑑𝑥 = −2

3

2   2 − 𝑥2 −
1

3
( 2 − 𝑥2)3 + 𝑐      

2.  
𝑑𝑥

𝑥4 𝑥2+3
 

𝑥2 تًا اٌ  دانح انركايم ذحٕ٘ انًمذاس  + 𝑥ٔعهّٛ عُفشع    3 =  3 tan 𝜃  ٌا٘ ا   

𝑑𝑥 =  3𝑠𝑒𝑐2 𝜃 𝑑𝜃 

 
𝑑𝑥

𝑥4 𝑥2+3
=  

 3𝑠𝑒𝑐2 𝜃 𝑑𝜃

( 3tan  𝜃 )4 ( 3tan  𝜃 )2+3

=
1

9
 cos 𝜃 cos2 𝜃 𝑠𝑖𝑛−4 𝜃 𝑑𝜃  

                   =
1

9
 cos 𝜃 (1 − sin2 𝜃 )𝑠𝑖𝑛−4 𝜃 𝑑𝜃  
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                   =
1

9
 (cos 𝜃 𝑠𝑖𝑛−4 − cos⁡(𝜃)𝑠𝑖𝑛−2 𝜃 )𝑑𝜃 =

1

9
 −

1

3

1

si n3 𝜃 
+

1

sin  𝜃 
 + 𝑐  

𝑥تًا اٌ  =  3tan 𝜃   ٌٔيٍ انًصهس انمائى انضأٚح  َعذ ا 𝑠𝑖𝑛 𝜃 =
𝑥

 𝑥2+3
   ا٘ اٌ 

 
𝑑𝑥

𝑥4 𝑥2+3
=

1

9
(−

1

3
 
 𝑥2+3

𝑥
 

3

+
 𝑥2+3

𝑥
) + 𝑐   

 :تًاريٍ

3. 
 2𝑥2 − 4

𝑥
𝑑𝑥 2. 

𝑥2

 3 − 4𝑥2
𝑑𝑥 1. 

𝑑𝑥

 5 + 𝑥2
 

6. 
𝑥 + 2

 𝑥2 + 4𝑥 + 13
𝑑𝑥 5. 

𝑥 − 1

 8 + 2𝑥 − 𝑥2
𝑑𝑥 4. 

𝑑𝑥

 24 − 2𝑥 − 𝑥2
 

 

 

 :انتكايم تانكسىر انجزئيح .3
ارا كاَد دانح انركايم ْٙ دانح كغشٚح فٛٓا انثغؾ ٔانًماو تشكم يرعذداخ حذٔد َعضء انذانح كحاطم ظًع حذٍٚ أ اكصش 

 :ٔتانشكم انرانٙ

𝑎𝑥)ارا احرٕٖ انًماو عهٗ انًمذاس   .1 + 𝑏)𝑛َعضء انذانح انكغشٚح تانشكم  
1

(𝑎𝑥+𝑏)𝑛
=

𝐴1

(𝑎𝑥+𝑏)
+

𝐴2

(𝑎𝑥+𝑏)2
+ ⋯+

𝐴𝑛

(𝑎𝑥+𝑏)𝑛
  

𝐴𝑛حٛس كم يٍ    , … , 𝐴2, 𝐴1شٕاتد َحأل اٚعاد لًٛٓا . 

 

𝑎𝑥2)ارا احرٕٖ انًماو عهٗ انًمذاس   .2 + 𝑏)𝑛َعضء انذانح انكغشٚح تانشكم  
1

(𝑎𝑥2+𝑏)𝑛
=

𝐴1𝑥+𝐵1

(𝑎𝑥2+𝑏)
+

𝐴2𝑥+𝐵2

(𝑎𝑥2+𝑏)2
+ ⋯+

𝐴𝑛𝑥+𝐵𝑛

(𝑎𝑥2+𝑏)𝑛
  

𝐵𝑛حٛس كم يٍ    , … , 𝐵2, 𝐵1, 𝐴𝑛 , … , 𝐴2, 𝐴1شٕاتد َحأل اٚعاد لًٛٓا . 

 

𝑎𝑥)ارا احرٕٖ انًماو عهٗ انًمذاسٍٚ   .3 + 𝑏)𝑛(𝑎𝑥2 + 𝑏)𝑛َعضء انذانح انكغشٚح تانشكم  
1

(𝑎𝑥+𝑏)𝑛 (𝑎𝑥2+𝑏)𝑚
=

𝐶1

 𝑎𝑥+𝑏 
+

𝐶2

(𝑎𝑥+𝑏)2
+ ⋯+

𝐶𝑛

(𝑎𝑥+𝑏)𝑛
  

                                  +
𝐴1𝑥+𝐵1

(𝑎𝑥2+𝑏)
+

𝐴2𝑥+𝐵2

(𝑎𝑥2+𝑏)2
+ ⋯+

𝐴𝑛𝑥+𝐵𝑚

(𝑎𝑥2+𝑏)𝑚
   

𝐶𝑛حٛس كم يٍ    , … , 𝐶2, 𝐶1, 𝐵𝑛 , … , 𝐵2, 𝐵1, 𝐴𝑛 , … , 𝐴2, 𝐴1شٕاتد َحأل اٚعاد لًٛٓا . 

 

 ارا كاَد دانح انركايم ْٙ دانح كغشٚح فٛٓا انثغؾ ٔانًماو تشكم يرعذداخ حذٔد ٔكاَد دسظح انثغؾ اكثش يٍ دسظح :يلاحظح

 .انًماو عُذئز ٚعة ألا اعرخذاو انمغًح انطٕٚهح ٔيٍ شى َحم انركايم
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 :ايثهح

1.  
𝑥3+𝑥2+𝑥+2

𝑥4+3𝑥2+2
𝑑𝑥 =  

𝑥3+𝑥2+𝑥+2

 𝑥2+2 (𝑥2+1)
𝑑𝑥  

𝑥3+𝑥2+𝑥+2

 𝑥2+2 (𝑥2+1)
=

𝐴1𝑥+𝐵1

𝑥2+2
+

𝐴2𝑥+𝐵2

𝑥2+1
=

(𝐴1𝑥+𝐵1) 𝑥2+1 +(𝐴2𝑥+𝐵2) 𝑥2+2 

 𝑥2+2 (𝑥2+1)
  

 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 2 = (𝐴1𝑥 + 𝐵1) 𝑥2 + 1 + (𝐴2𝑥 + 𝐵2) 𝑥2 + 2   

                                 =  𝐴1 + 𝐴2 𝑥
3 + (𝐵1 + 𝐵2)𝑥2 +  𝐴1 − 2𝐴2 𝑥 + (𝐵1 + 2𝐵2) 

𝐴1 + 𝐴2 = 1,     𝐵1 + 𝐵2 = 1,            𝐴1 − 2𝐴2 = 1,              𝐵1 + 2𝐵2 = 2 

𝐴1تحم انًعادلاخ الاستعح اعلاِ َعذ اٌ    = 1, 𝐴2 = 0, 𝐵1 = 0, 𝐵2 =   فُحظم عهٗ  1

 
𝑥3+𝑥2+𝑥+2

𝑥4+3𝑥2+2
𝑑𝑥 =  (

𝑥

𝑥2+2
+

1

𝑥2+1
) 𝑑𝑥 =

1

2
 

2𝑥

𝑥2+2
𝑑𝑥 +  

1

𝑥2+1
𝑑𝑥  

                              =
1

2
ln 𝑥2 + 2 + 𝑡𝑎𝑛−1 𝑥 + 𝑐  

2.  
2𝑥3+3𝑥2+3𝑥+2

𝑥4+𝑥3
𝑑𝑥 =  

2𝑥3+3𝑥2+3𝑥+2

𝑥3(𝑥+1)
𝑑𝑥  

2𝑥3+3𝑥2+3𝑥+2

𝑥3(𝑥+1)
=

𝐴1

𝑥
+

𝐴2

𝑥2
+

𝐴3

𝑥3
+

𝐵1

𝑥+1
=

 𝐴1+𝐵1 + 𝐴1+𝐴2 𝑥+ 𝐴2+𝐴3 𝑥
2+𝐴3𝑥

3

𝑥3(𝑥+1)
  

⟹ 𝐴1 + 𝐵1 = 2,          𝐴1 + 𝐴2 = 3,          𝐴2 + 𝐴3 = 3,        𝐴3 = 2 

𝐴1تحم انًعادلاخ الاستعح اعلاِ َحظم عهٗ    = 2, 𝐴2 = 1,   𝐴3 = 2, 𝐵1 =   فٛك0ٌٕ

 
2𝑥3+3𝑥2+3𝑥+2

𝑥4+𝑥3
𝑑𝑥 =   

2

𝑥
+

1

𝑥2
+

2

𝑥3
+

0

𝑥+1
 𝑑𝑥 = 2 ln  𝑥  −

1

𝑥2
+

2

𝑥3
+ 𝑐   

3.  
1

𝑥3+𝑥2+𝑥+1
𝑑𝑥 =  

1

 𝑥+1 (𝑥2+1)
𝑑𝑥 =  (

𝐴

𝑥+1
+

𝐵+𝐶

𝑥2+1
) 𝑑𝑥   

⟹
1

𝑥3+𝑥2+𝑥+1
=

𝐴

𝑥+1
+

𝐵𝑥+𝐶

𝑥2+1
=

𝐴 𝑥2+1 + 𝐵𝑥+𝐶 (𝑥+1)

 𝑥+1 (𝑥2+1)
  

⟹ 𝐴 =
1

2
,       𝐵 = −

1

2
,      𝐶 =

1

2
 

⟹  
1

𝑥3+𝑥2+𝑥+1
𝑑𝑥 =   

1

2

𝑥+1
+

−
1

2
𝑥+

1

2

𝑥2+1
 𝑑𝑥 =

1

2
 ln 𝑥 + 1 −

1

2
ln 𝑥2 + 1 + 𝑡𝑎𝑛−1 𝑥  𝑑𝑥   

4.  
𝑥3−3𝑥2+2𝑥−3

𝑥2+1
𝑑𝑥 

 تًا اٌ دسظح انثغؾ اكثش يٍ دسظح انًماو َغرخذو انمغًح انطٕٚهح فٛكٌٕ

 
𝑥3−3𝑥2+2𝑥−3

𝑥2+1
𝑑𝑥 =   (𝑥 − 3) +

𝑥

𝑥2+1
 𝑑𝑥 =

1

2
𝑥2 − 3𝑥 +

1

2
ln 𝑥2 + 1 + 𝑐  

 

 :تًاريٍ

2. 
𝑥2 + 𝑥 − 2

3𝑥3 − 𝑥2 + 3𝑥 − 1
𝑑𝑥 1. 

2𝑥3 + 𝑥2 + 4

(𝑥2 + 4)2
𝑑𝑥 
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 :قاعدج اوتيتال

lim𝑥→𝑎 دانح ذحمك  𝑓 ٔ  𝑔ارا كاَد كم يٍ   𝑓 𝑥 = 0 = lim𝑥→𝑎 𝑔(𝑥)    ٔ   lim𝑥→𝑎
𝑓 ′ (𝑥)

𝑔 ′ (𝑥)
  يٕظٕدج  فأٌ 

lim𝑥→𝑎
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=  lim𝑥→𝑎

𝑓 ′ (𝑥)

𝑔 ′ (𝑥)
                                                                                             

 :يلاحظاخ

 . ًٚكٍ ذطثٛك لاعذج نٕتٛرال لاكصش يٍ يشج انٗ اٌ َظم نحم .1

) الاخشٖ  ًٚكٍ ذطثٛك لاعذج نٕتٛرال نكم انحالاخ غٛش انًحذدج .2
∞

∞
, 0.∞, ∞ −∞,   ∞0, 1∞ , كًا ْٕ    (00

 .يٕػح فٙ الايصهح ادَاِ

lim𝑥→𝑎ارا كاٌ   .3 𝑓 𝑥 = ∞ = lim𝑥→𝑎 𝑔(𝑥)    ٔ   lim𝑥→𝑎
𝑓 ′ (𝑥)

𝑔 ′ (𝑥)
  يٕظٕدج  فأٌ 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim

𝑥→𝑎

𝑓 ′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
 

. lim𝑥→𝑎(𝑓 𝑥 ارا كاٌ ×   .4 𝑔 𝑥 ) = . lim𝑥→𝑎(𝑓 𝑥   أٔ  ∞.0 𝑔 𝑥 ) = ∞.    فأ0ٌ

lim𝑥→𝑎(𝑓 𝑥 . 𝑔 𝑥 ) = lim𝑥→𝑎
𝑓 𝑥 

1

𝑔(𝑥)

=  

0

0
,       lim𝑥→𝑎 𝑓 𝑥 = 0, lim𝑥→𝑎 𝑔 𝑥 = ∞

∞

∞
,      lim𝑥→𝑎 𝑓 𝑥 = ∞, lim𝑥→𝑎 𝑔 𝑥 = 0

   

5. lim𝑥→𝑎 𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥  =    فأٌ×∞−∞

lim𝑥→𝑎 𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥  = lim𝑥→𝑎

1

𝑔(𝑥)
−

1

𝑓(𝑥)
1

𝑓 𝑥 𝑔(𝑥)

=
0

0
  

6. × lim𝑥→𝑎 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = 00, lim𝑥→𝑎   أ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥), = 1∞ أ      lim𝑛→∞ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = ∞0 

𝑦َفشع  : عُذئز َغرخذو انهٕغاٚرى انطثٛعٙ ٔتانشكم انرانٙ = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)ٌٕٔعهّٛ ٚك   

ln 𝑦 = 𝑔 𝑥 ln⁡(𝑓 𝑥    

⟹ lim𝑥→𝑎 ln⁡(𝑦) = lim𝑥→𝑎 𝑔 𝑥 ln⁡(𝑥)  

 .اعلاِ شى َأخز انذانح الاعٛح نهطشفٍٛ (2)شى َغرخذو انًلاحظح 

ارا كاَد َرٛعح انرعٕٚغ انًثاشش  .7
0

0
 أ  

∞

∞
 ٔكهًا ؽثمُا لاعذج نٕتٛرال ذثمٗ انُرٛعح َفغٓا  

0

0
 أ  

∞

∞
 عُذئز ذفشم ْزِ 

 .(كًا فٙ انًصال الاخٛش ادَاِ)انطشٚمح َٔحأل حهٓا تطشٚمح اخشٖ 

1. 𝑙𝑖𝑚𝑥→2
𝑥2−4

𝑥−2
= 𝑙𝑖𝑚𝑥→2

2𝑥

1
= :ايثهح                                                                                       4  

2. 𝑙𝑖𝑚𝑥→
𝜋

2

𝑐𝑜𝑠  𝑥 

𝑥−
𝜋

2

= 𝑙𝑖𝑚𝑥→
𝜋

2

−𝑠𝑖𝑛  𝑥 

1
= −1 
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3.   𝑙𝑖𝑚𝑥→0
𝑥−𝑡𝑎𝑛  𝑥 

𝑠𝑖𝑛  𝑥 −𝑥
 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→0

1−𝑠𝑒𝑐2 𝑥 

𝑐𝑜𝑠 𝑥 −1
= 𝑙𝑖𝑚𝑥→0

2𝑠𝑒𝑐2 𝑥  𝑡𝑎𝑛 ⁡(𝑥)

−𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥)
 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→0

2𝑠𝑒𝑐4 𝑥 +2𝑠𝑒𝑐2 𝑥  𝑡𝑎𝑛 ⁡(𝑥)

−𝑐𝑜𝑠⁡(𝑥)
= −2  

4. 𝑙𝑖𝑚𝑥→0+
 𝑐𝑜𝑠  𝑥2 𝑑𝑥
 𝑥

0

 𝑥
= 𝑙𝑖𝑚𝑥→0+

𝑐𝑜𝑠  𝑥 .
1

2 𝑥
1

2 𝑥

= 1  

5. 𝑙𝑖𝑚𝑥→0+
𝑙𝑛   𝑠𝑖𝑛  𝑥   

𝑙𝑛  𝑡𝑎𝑛  𝑥   
𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

1

𝑠𝑖𝑛  𝑥 
.𝑐𝑜𝑠  𝑥 

𝑐𝑜𝑠  𝑥 

𝑠𝑖𝑛  𝑥 
.𝑠𝑒𝑐2 𝑥 

= 1 

6. 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞ 𝑥2. 𝑒−𝑥 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞
𝑥2

𝑒𝑥
= 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞

2𝑥

𝑒𝑥
= 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞

2

𝑒𝑥
= 0 

7. 𝑙𝑖𝑚𝑥→0(
1

𝑥
−

1

𝑠𝑖𝑛  𝑥 
) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→0(

𝑠𝑖𝑛 𝑥 −𝑥

𝑥𝑠𝑖𝑛  𝑥 
) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→0

𝑐𝑜𝑠 𝑥 −1

𝑥 𝑐𝑜𝑠 𝑥 +𝑠𝑖𝑛 𝑥 
 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 𝑥 

2 𝑐𝑜𝑠 𝑥 −𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥 
=

0

2−0
= 0  

8. 𝑙𝑖𝑚𝑥→1  
1

𝑙𝑛 𝑥 
−

𝑥

𝑥−1
 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→1

 𝑥−1 −𝑥 𝑙𝑛 𝑥 

 𝑥−1 𝑙𝑛 𝑥 
= 𝑙𝑖𝑚𝑥→1

1− 1+𝑙𝑛 𝑥  
𝑥−1

𝑥
+𝑙𝑛 𝑥 

 

9.                                         = 𝑙𝑖𝑚𝑥→1
−𝑥𝑙𝑛  𝑥 

 𝑥−1 +𝑥𝑙𝑛  𝑥 
= 𝑙𝑖𝑚𝑥→1

−1−𝑙𝑛 𝑥 

1+ 1+𝑙𝑛 𝑥  
= −1   

10. 𝑙𝑖𝑚𝑥→0+ 𝑥𝑥  

𝑦َفشع   = 𝑥𝑥  ٗٔتأخز انذانح انهٕغاٚرًٛح نهطشفٍٛ َحظم عه  𝑙𝑛 𝑦 = 𝑥 𝑙𝑛⁡(𝑥) 

⟹ 𝑙𝑖𝑚𝑥→0+(𝑙𝑛 𝑦 ) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→0+ 𝑥 𝑙𝑛 𝑥  = 𝑙𝑖𝑚𝑥→0+  
𝑙𝑛  𝑥 

1

𝑥

 = 𝑙𝑖𝑚𝑥→0+  
1

𝑥

−
1

𝑥2

 = 0  

⟹ 𝑒𝑙𝑖𝑚 𝑥→0+(𝑙𝑛 𝑦 ) = 𝑒0 ⟹ 𝑙𝑖𝑚𝑥→0+ 𝑒𝑙𝑛 𝑦 = 1 ⟹ 𝑙𝑖𝑚𝑥→0+ 𝑥𝑥 = 1  

11. 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 1 + 𝑥 
1

𝑥   

𝑦َفشع   =  1 + 𝑥 
1

𝑥 ٗٔتأخز انذانح انهٕغاٚرًٛح نهطشفٍٛ َحظم عه  𝑙𝑛 𝑦 =
1

𝑥
𝑙𝑛⁡(𝑥 + 1)   

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑙𝑛 𝑦 = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

1

𝑥
𝑙𝑛 1 + 𝑥 = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑙𝑛 1 + 𝑥 

𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

1
𝑥 + 1

1
= 1 

⟹ 𝑒𝑙𝑖𝑚 𝑥→0(𝑙𝑛 𝑦 ) = 𝑒1 ⟹ 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑒
𝑙𝑛 𝑦 = 𝑒1 ⟹ 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑥

𝑥 = 𝑒1  

12. lim𝑥→∞
𝑒𝑥−𝑒−𝑥

𝑒𝑥+𝑒−𝑥
 

 َلاحع اَّ عُذ انرعٕٚغ انًثاشش ذكٌٕ انُرٛعح  
∞

∞
 ٔعُذ اعرخذاو لاعذج نٕتٛرال ذثمٗ انُرٛعح َفغٓا يًٓا كشسَا 

 :انرطثٛك نٓزا ذفشم ْزِ انطشٚمح ٔذحم تأٌ َرخهض يٍ انعضء انز٘ ٚغثة يشكهح ٔتانشكم

lim𝑥→∞
𝑒𝑥−𝑒−𝑥

𝑒𝑥+𝑒−𝑥
= lim𝑥→∞

𝑒𝑥−𝑒−𝑥

𝑒𝑥+𝑒−𝑥
.
𝑒−𝑥

𝑒−𝑥
  = lim𝑥→∞

1−𝑒−2𝑥

1+𝑒−2𝑥
  = 1 

 :تًاريٍ

1. 𝑙𝑖𝑚𝑥→∞(𝑒𝑥 − 𝑥2)                2. 𝑙𝑖𝑚𝑥→𝜋
cos  tan  𝑥  −1

𝑥−𝜋
   3. 𝑙𝑖𝑚𝑥→0 𝑐𝑠𝑐⁡(𝑥) 𝑠𝑖𝑛⁡(𝑥) 
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 :يثشُْرٙ سٔل ٔانمًٛح انٕعطٗ: انفظم انغادط

𝑦ارا كاَد  : يثرهُح رول = 𝑓(𝑥) عهٗ انفرشج يغرًشج دانح [𝑎, 𝑏]ٔ عهٗ انفرشج  لاتهح نلاشرماق (𝑎, 𝑏) 

= 𝑓 𝑎   ٔذحمك           0 = 𝑓(𝑏) فأَّ ٕٚظذ عهٗ الالم عذد يصم 𝑐 ٍٛٚمع ت 𝑎 ٔ 𝑏  ٚحمك 𝑓 ′ 𝑐 = 0. 

 

 :انتفسير انهُدسي

,𝑎] داخم انفرشج يرظم يُحُٙ 𝑓ارا كاٌ   𝑏]ٔ تٍٛ  نّ يًاط عُذ كم َمطح 

𝑎 ٔ 𝑏ٔ انًحٕس ٚمطع-𝑥 ٍٛفٙ انُمطر  𝑎 ٔ 𝑏  فأَّ ٕٚظذ عهٗ الالم َمطح 

𝑐  (𝑎 < 𝑐 < 𝑏)  ذحمك اٌ انًًاط نهذانح عُذ انُمطح (𝑐, 𝑓 𝑐 ) ٌٕٚك 

   .(ا٘ اٌ يٛم انًًاط ٚغأ٘ طفشا) 𝑥-يٕاصٚا نهًحٕس

 
 :ايثهح

= 𝑓 𝑥ْم ًٚكٍ ذطثٛك يثشُْح سٔل نهذانح   .1 𝑡𝑎𝑛⁡(𝑥) ٍٛ0  نهكم يٍ انفرشذٍٛ انرانٛر,
𝜋

4
 , [0, 𝜋]؟ 

𝑥 غٛش يعشفح عُذ  𝑡𝑎𝑛⁡(𝑥)تًا اٌ انذانح   (1) =
𝜋

2
∈ (0, 𝜋) ٔعهّٛ انذانح غٛش يغرًشج عُذ  𝑥 =

𝜋

2
 ْٔزا ٚعُٙ 

,0]اَّ لاًٚكٍ ذطثٛك يثشُْح سٔل نهفرشج  𝜋]. 

,0] يغرًشج عهٗ انفرشج   𝑡𝑎𝑛⁡(𝑥)انذانح   (2) 𝜋]  0) ٔلاتهح نلاشرماق نهفرشج, 𝜋) ٍنك 𝑡𝑎𝑛  
𝜋

2
 = 1 ≠  ْٔزا 0

,0]ٚعُٙ اَّ لاًٚكٍ ذطثٛك يثشُْح سٔل نهفرشج 
𝜋

4
]. 

= 𝑓 𝑥ْم ًٚكٍ ذطثٛك يثشُْح سٔل نهذانح    .2 𝑥2 − 6𝑥 +  .𝑐 شى ظذ كم انصٕاتد  ؟8

= 𝑓 𝑥 َغرخشض فرشج نُخرثش عُذْا يثشُْح سٔل تععم   (1) 0 

⟹ 𝑥2 − 6𝑥 + 8 = 0 ⟹  𝑥 − 4  𝑥 − 2 = 0 ⟹ 𝑥 = 2, 4  

 .[2,4]     ٔعهّٛ انفرشج ْٙ 

,2] ٔعهّٛ ذكٌٕ يغرًشج نهفرشج ℝ تًا اٌ انذانح خطٛح فٓٙ يغرًشج نكم  (2) 4]. 

𝑓 تًا اٌ    (3) ′ 𝑥 = 2𝑥 − ,2) فٓٙ يعشفح نهفرشج ℝ دانح خطٛح يعشفح نكم 6  لاتهح 𝑓 ْٔزا ٚعُٙ اٌ انذانح (4

,2)نلاشرماق نهفرشج  4). 

= 𝑓 2 تًا اٌ    (4) 0 = 𝑓(4) 

,2]فعهّٛ ًٚكٍ ذطثٛك يثشُْح سٔل نهفرشج  𝑓 ٚحمك  4 ٔ 2 ٚمع تٍٛ 𝑐 ا٘ اَّ ٕٚظذ عذد [4 ′ 𝑐 = 0 

⟹ 2 𝑐 − 6 = 0 ⟹  𝑐 = 3  
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,𝑎] ا٘ فرشج   (5) 𝑏] 2] لاذغأ٘ انفرشج, 𝑎ا٘ اٌ  ) [4 ≠ 𝑏  أ 2 ≠  لاذحمك يثشُْح سٔل (4

𝑓(𝑎) لاَّ ايا   ≠ 𝑓(𝑏) أ  0 ≠ 0. 

= 𝑓 𝑥ْم ًٚكٍ ذطثٛك يثشُْح سٔل نهذانح   .3 𝑠𝑖𝑛⁡(3𝑥) شى ظذ انصاتد 𝑐 (اٌ ٔظذ). 

= 𝑓 𝑥 َعذ انفرشج تأٌ َععم   (1) 0 

⟹ sin 3𝑥 = 0 ⟹ 3𝑥 = 0, ±𝜋, ±2𝜋, ±3𝜋,…  

                                ⟹    𝑥 = 0, ±
𝜋

3
, ±

2𝜋

3
, …  

,0  يصم  𝑥َخراس ا٘ لًٛرٍٛ انٗ       𝜋  0] فُحظم عهٗ انفرشج, 𝜋] 

,0] فٓٙ يغرًشج عهٗ انفرشج ℝ تًا دانح انعٛة يغرًشج نكم  (2) 𝜋]. 

𝑓 تًا اٌ    (3) ′ 𝑥 = 3cos⁡(3𝑥)  يعشفح نهكم ْٙٔ ℝ  0) فٓٙ يعشفح نهفرشج, 𝜋)  ٔعهّٛ انذانح 𝑓 لاتهح 

,0)نلاشرماق نهفرشج  𝜋). 

= 𝑓 0                                 تًا اٌ     (4) 0 = 𝑓 𝜋                              

,0]        فعهّٛ ًٚكٍ ذطثٛك يثشُْح سٔل عهٗ انفرشج  𝜋]  ا٘ اَّ ٕٚظذ عذد  𝑐  ٍٛ0ٔ ٚمع ت  𝜋ٚحمك 𝑓 ′ 𝑐 =     ا٘ اٌ  0

3 cos 3𝑐 = 0 ⟹ cos 3𝑐 = 0   ⟹ 3𝑐 = ±
𝜋

2
, ±

3𝜋

2
, … ⟹  𝑐 = ±

𝜋

6
, ±

3𝜋

6
, …        

𝑐 َخراس      =
𝜋

6
0 لاٌ   <

𝜋

6
< 𝜋. 

= 𝑓 𝑥ْم ًٚكٍ ذطثٛك يثشُْح سٔل نهذانح    .4
𝑥2−2𝑥

𝑥−1
 ؟

= 𝑓 𝑥َعذ فرشج تأٌ َؼع   0 

⟹ 𝑥2 − 2𝑥 = 0 ⟹ 𝑥 𝑥 − 2 = 0 ⟹ 𝑥 = 0, 2  

,0]فُحظم عهٗ انفرشج   2]. 

𝑥 اعلاِ غٛش يعشفح عُذ  𝑓تًا اٌ انذانح  = 1 ∈ [0, 𝑥 غٛش يغرًشج عُذ  𝑓 ٔعهّٛ انذانح [2 = 1 

,0] غٛش يغرًشج عهٗ انفرشج  𝑓ا٘ اٌ انذانح  ْٔزا ٚعُٙ اَّ لاًٚكٍ ذطثٛك يثشُْح سٔل نهذانح اعلاِ نهفرشِ اعلاِ . [2

,𝑎]ٔكزنك لا٘ فرشج اخشٖ  𝑏] ٍ0  ذخرهف ع, ≠ 𝑓 𝑎 لآَا ايا   2 𝑓(𝑏) أ  0 ≠ 0. 

 (اٌ ٔظذخ)  𝑐 انصٕاتد كم ْم ًٚكٍ ذطثٛك يثشُْح سٔل نهذٔال ادَاِ شى ظذ :تًاريٍ

 3.  𝑓 𝑥 = 𝑡𝑎𝑛⁡(𝑥) 2.  𝑓 𝑥 = sin⁡(3𝑥) 1.  𝑓 𝑥 =  𝑥2 − 1  
 6.  𝑓 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛−1 𝑥 ,      [0, 1] 

5.  𝑓 𝑥 =
𝑥2 − 2𝑥 + 1

2𝑥2 − 𝑥 − 1
 4.  𝑓 𝑥 =

𝑥2 − 4𝑥

𝑥 + 2
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 :يثرهُح انقيًح انىسطى

𝑦ارا كاَد   = 𝑓(𝑥) عهٗ انفرشج  يغرًشج دانح [𝑎, 𝑏]ٔ عهٗ انفرشج لاتهح نلاشرماق (𝑎, 𝑏) فأَّ ٕٚظذ عهٗ الالم عذد 𝑐  ٍٛت 

𝑎 ٔ 𝑏            ٚحمك 𝑓 ′ 𝑐 =
𝑓 𝑏 −𝑓(𝑎)

𝑏−𝑎
. 

 :انتفسير انهُدسي

,𝑎] داخم انفرشج يرظم يُحُٙ 𝑓ارا كاٌ  𝑏]ٔ عُذ كم َمطح فٙ نّ يًاط 

,𝑎)انفرشج  𝑏) فأَّ ٕٚظذ عهٗ الالم عذد 𝑐 (𝑎 < 𝑐 < 𝑏) ٌٚحمك ا 

,𝑐) عُذ  انُمطح  𝑓انًًاط نهذانح   𝑓 𝑐 ) ٚكٌٕ يٕاصٚا نهًغرمٛى انماؽع 

,𝑎 انٕاطم تٍٛ انُمطرٍٛ   𝑓 𝑎  ,   (𝑏, 𝑓 𝑏 ) ا٘ اٌ انًًاط ٔانماؽع 

 .نًٓا َفظ انًٛم

 
 :ْم ًٚكٍ ذطثٛك يثشُْح انمًٛح انٕعطٗ نهذٔال ادَاِ: ايثهح

1. 𝑓 𝑥 = 𝑥3    1−     نهفرشج, 1  

,1−]انذانح اعلاِ يغرًشج نهفرشج   𝑓 ٔاٌ   [1 ′ 𝑥 = 3𝑥2 1−) يعشفح عهٗ انفرشج,  ا٘ اٌ انذانح اعلا لاتهح (1

,1−)نلاشرماق نهفرشج    ي1ٍ  ٔ 1− تٍٛ  𝑐 ٔعهّٛ ًٚكٍ ذطثٛك يثشُْح انمًٛح انٕعطٗ نهذانح اعلاِ فُعذ انعذد (1

𝑓 ′ 𝑐 =
𝑓 1 −𝑓(−1)

1−(−1)
 ⟹ 3 𝑐2 =

(1)3−(−1)3

1−(−1)
 ⟹ 𝑐 = ±

1

 3
   

,1−]  اعلاِ  ٔاحذا فٙ انفرشج   𝑓          ا٘ اَّ ٕٚظذ يًاعاٌ نهذانح   ,0] ٔالاخش فٙ انفرشج  [0 1]. 

2. 𝑓 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛−1(𝑥)   0]   نهفرشج, 1] 

,1−]تًا اٌ انذانح اعلاِ يغرًشج نهفرشج   ,0] فٓٙ يغرًشج نهفرشج  [1 1] 

𝑓ٔتًا اٌ    ′ 𝑥 =
1

 1−𝑥2
,0)  يعشفح نهفرشج   ,0) اعلاِ لاتهح نلاشرماق نهفرشج 𝑓 ا٘ اٌ انذانح  (1  فعهّٛ ًٚكٍ (1

  ٔٚحمك1  ٔ  0 انٙ ٚمع تٍٛ 𝑐ذطثٛك يثشُْح انمًٛح انٕعطٗ فُعذ انعذد 

𝑓 ′ 𝑐 =
𝑓 1 −𝑓 0 

1−0
⟹ 

1

 1−𝑐2
=

𝑠𝑖𝑛−1 1 −𝑠𝑖𝑛−1 0 

1−0
   

⟹ 
1

 1−𝑐2
=

𝜋

2
−0

1−0
⟹ 𝑐 ≅ 0.2   

 

 

 

 



علاء عايش.                                                 د101يحاػشاخ انًمشس س  2015 
 

52 
 

 :انذٔال انضائذٚح: انفصم انتاسع

 

= 𝑠𝑖𝑛𝑕 𝑥 دانح انعٛة انضائذٚح .1
1

2
(𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥) 𝐷𝑓 = ℝ 𝑅𝑓 = ℝ 

= 𝑐𝑜𝑠𝑕 𝑥 دانح انعٛة ذًاو انضائذٚح .2
1

2
(𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥) 𝐷𝑓 = ℝ 𝑅𝑓 = [1,∞) 

 دانح انظم انضائذٚح .3
𝑡𝑎𝑛𝑕 𝑥 =

𝑠𝑖𝑛𝑕⁡(𝑥)

𝑐𝑜𝑠𝑕⁡(𝑥)
=
𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥
 

𝐷𝑓 = ℝ 𝑅𝑓 = (−1,1) 

 دانح انظم ذًاو انضائذٚح .4
𝑐𝑜𝑡𝑕 𝑥 =

𝑐𝑜𝑠𝑕⁡(𝑥)

𝑠𝑖𝑛𝑕⁡(𝑥)
=
𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥
 

𝐷𝑓 = ℝ/{0} 𝑅𝑓 = ℝ/[−1,1] 

= 𝑠𝑒𝑐𝑕 𝑥 دانح انماؽع انضائذٚح .5
1

𝑐𝑜𝑠𝑕⁡(𝑥)
=

2

𝑒𝑥+𝑒−𝑥
 𝐷𝑓 = ℝ 𝑅𝑓 = (0,1] 

= 𝑐𝑠𝑐𝑕 𝑥 دانح انماؽع ذًاو انضائذٚح .6
2

sinh ⁡(𝑥)
=

2

𝑒𝑥−𝑒−𝑥
 𝐷𝑓 = ℝ/{0} 𝑅𝑓 = ℝ/{0} 
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 :علاقاخ اندوال انزائديح

1.  𝑐𝑜𝑠𝑕2 𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑕2 𝑥 = 1 2.  𝑡𝑎𝑛𝑕2 𝑥 + 𝑠𝑒𝑐𝑕2 𝑥 = 1 3.  𝑐𝑜𝑡𝑕2 𝑥 − 𝑐𝑠𝑐𝑕2 = 1 

4.  𝑠𝑖𝑛𝑕 −𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑕 𝑥  5.  𝑐𝑜𝑠𝑕 −𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑕⁡(𝑥) 6. 𝑠𝑖𝑛𝑕 2𝑥 = 2 𝑠𝑖𝑛𝑕 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑕 𝑥  

7.  𝑐𝑜𝑠𝑕 2𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑕2 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑕2(𝑥)  
8.  𝑠𝑖𝑛𝑕 𝑥 ± 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑕 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑕⁡(𝑦) ± 𝑐𝑜𝑠𝑕 𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑕⁡(𝑦)  
9.  𝑐𝑜𝑠𝑕 𝑥 ± 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑕 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑕⁡(𝑦) ± 𝑠𝑖𝑛𝑕 𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑕⁡(𝑦)  

 

 :انثرهاٌ

1. 𝑐𝑜𝑠𝑕2 𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑕2 𝑥 = (
1

2
 𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥 )2 − (

1

2
(𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥))2 

                                         =
1

4
 𝑒2𝑥 + 2 + 𝑒−2𝑥 −

1

4
 𝑒2𝑥 − 2 + 𝑒−2𝑥  

                                         = 1 

2. 3. 4. 5. 6. 7.  H.W 

 

 : عُذئز𝑥  دانح لاتهح نلاشرماق تانُغثح انٗ  𝑢 نركٍ  :يشتقاخ اندوال انزائديح

2.  
𝑑

𝑑𝑥
cosh 𝑢 = sinh⁡(𝑢)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 1.  

𝑑

𝑑𝑥
sinh 𝑢 = cosh⁡(𝑢)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

4.  
𝑑

𝑑𝑥
coth 𝑢 = −csch2⁡(𝑢)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 3.  

𝑑

𝑑𝑥
tanh 𝑢 = sech2⁡(𝑢)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

6.  
𝑑

𝑑𝑥
csch 𝑢 = −csch⁡(𝑢)coth⁡(𝑢)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 5.  

𝑑

𝑑𝑥
sech 𝑢 = −sech⁡(𝑢)tanh⁡(𝑢)

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 

 H.W:  انثرهاٌ

 

 :تكايم اندوال انزائديح

2. cosh 𝑥 𝑑𝑥 = sinh 𝑥 + 𝑐 1. sinh 𝑥 𝑑𝑥 = cosh 𝑥 + 𝑐 

4. csch2 𝑥 𝑑𝑥 = −coth 𝑥 + 𝑐 3. sech2 𝑥 𝑑𝑥 = tanh 𝑥 + 𝑐 

6. csch 𝑥 cot⁡(𝑥) 𝑑𝑥 = −csch 𝑥 + 𝑐 5. sech 𝑥 tanh⁡(𝑥) 𝑑𝑥 = −sech 𝑥 + 𝑐 
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 :ايثهح

1. 𝑙𝑖𝑚𝑥→0+ 𝑐𝑠𝑐𝑕⁡(𝑥) 

+𝑙𝑖𝑚𝑥→0يثاششج يٍ انشعى َحظم عهٗ    𝑐𝑠𝑐𝑕⁡(𝑥) =    أ يٍ انرحهٛم تانشكم∞+

𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

𝑐𝑠𝑐𝑕⁡(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→0+

2

𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥
=

2

1+ − 1−
=

2

0+
= +∞ 

2. 𝑦 = 𝑡𝑎𝑛𝑕4 3𝑥   ⟹   𝑦′ = 4 𝑡𝑎𝑛𝑕3 3𝑥 . 𝑠𝑒𝑐𝑕2 3𝑥 . 3 

3. 𝑦 = 𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑕 𝑥𝑦   ⟹  𝑦′ = 𝑠𝑖𝑛𝑕 𝑥𝑦 + 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑕 𝑥𝑦 .  𝑥𝑦′ + 𝑦 ⟹ 𝑦′ = 𝑠𝑖𝑛 𝑕 𝑥𝑦  +𝑥𝑦 cosh  𝑥𝑦  

1−𝑥2 cosh  𝑥𝑦  
 

4.  
𝑐𝑜𝑠𝑕⁡( 𝑥)

 𝑥
𝑑𝑥 = 2  

𝑐𝑜𝑠𝑕⁡( 𝑥)

2 𝑥
𝑑𝑥 = 2𝑠𝑖𝑛𝑕⁡( 𝑥) 

5.  𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑕 𝑥 𝑑𝑥 

𝑢)َفشع   = 𝑥,       𝑑𝑣 = 𝑠𝑖𝑛𝑕 𝑥 𝑑𝑥)  ⟸   (𝑑𝑢 = 𝑑𝑥,     𝑣 = 𝑐𝑜𝑠𝑕 𝑥 ) 

 𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑕 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑕 𝑥 −  𝑐𝑜𝑠𝑕 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 𝑐𝑜𝑠𝑕 𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑕 𝑥 + 𝑐 

6.  
𝑡𝑎𝑛 𝑕 𝑥 

𝑠𝑖𝑛𝑕 𝑥 
𝑑𝑥 =  

1

𝑐𝑜𝑠𝑕⁡(𝑥)
𝑑𝑥 = 

1

𝑒𝑥+𝑒−𝑥
𝑑𝑥 =  

1

𝑒𝑥+𝑒−𝑥
.
𝑒𝑥

𝑒𝑥
𝑑𝑥 =  

𝑒𝑥

(𝑒𝑥 )2+1
𝑑𝑥 = 𝑡𝑎𝑛−1 𝑥 + 𝑐 

 

 

 

 

 


